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����� U,F, ��� S ��� ��� 	
��� ��	�
�� �
� ��� ������ ����
���� ��� ��� ���	�
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��� ��� ��� �
��	� ����� �����	�������

U ≡ (u1, u2, u3, · · · , uNeq)
t,

F ≡ (f1, f2, f3, · · · , fNeq)
t,

S ≡ (s1, s2, s3, · · · , sNeq)
t,

����� uk, fk, ��� sk ���� k = 1, 2, . . . , Neq ��� ��� ������� 
� ��� 	
�����
����� ��	�
���

Neq �� ��� ����� 
� ������
��� ��� ������	���� t ���
��� ������
��� ������
�  !�"#

	�� �� 	��� ���
 ��� �
��
���� ��������	� ������
���

∇ · hi = si  !�!#

���� i = 1, 2, . . . , Neq� ����� ��� ���	����� ��� ��	�
� hi �� ��$��� ��

hi = (fi, ui)
t.  !�%#

��� ��������	� �� ���  !�!# 
������� �� ��� ��
�������
��� ��	������ ���	� E2 ����

(x, t) �� ��� ����������� 	

��������� &���� �� ��� ���	����� ��� ��	�
� hi ���

'����( ��������	� ���
��� ��� 
������� )*��� ���  !�"#� �� ������
��� ���
 ���
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∮
S(V )

hi(x, t) · ds =

∫
V

sidV, �����
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 S(V ) �� ��
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���� V � �� ds = dσn� ��
	
 dσ
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S(V )

ds

dr

r = (x, t)

t

x

������ ��	
 �� ������ ����� ��������� ������ V ��� ��� ������ S(V )� ���� ����
��� ��������� ������������ ��� ���� � �� ����������

��� �����	
���	��� �	�����	��	��

!� ��� "�#� ������� ��� ��������� ������ �� ������� ���� ��������������� "���

���� ���� ��� ��������� $�% ����������� �� ������� �����������& ���� ��� "� ���

���������& ���� ��� ������ ������� '� ��� ����� ����� #�� ��� ���� ��� �������(���

��� ��)����� ��� $�%��� *�� ����������� �� ���������� +& ��� �������(�� ������ ��

��� ������& ��)����� ��� ��� $�% �������� �� ��� #������� ������� �#� � *��
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������ ��	�
 ���� �� ������� ���������� ���� ����������	 ��� �������� ���

���� ��� ������������� �����	 �� ���� ����� ��� �������� ����� ��� ���� ��������

��������� ��� ��� ����� ��� ��� ��������� � ��� ������ �� ��� �������������

����������	 �� ���� �� ���	 ��	�
� ��� ���������� ����� �� ������� ��� �������

������  !�	 ��� ���� ���������� ����� �� ��� ������� ��� "!�� ��� ����� ���

���������� ���������� �# ����� !$	 ��	%
 �� ��������	 ������ ��	&
 ���� �����

������ ������  ! ��������� ���� �� "!	 ��� ������ ������  ! �� ���� ���

��� ��� �������� �����������  ! ���� � ����� ���� �� �������	 ��� ������ �����

� ���  ! �� ��$����� ���� � ����� ���� �� ������� �� ��� �������� �$�����	 �� ��

�� ��$����� � ����# ��� �������� � ��� "!� ������� ���� ��'()	

������ ��	%
 ���� ������� �������� ������� � ��� "!	 ����� ���� ��� �# ���

��� ���������� ���������� ��� ��� ������� ��*�������� ��������	 +���� � ��� ���

���������� "! ! �����	 ��� ���� ��� A� C� ��� E ��� ��� ������ ����� ���

��� ������ �� (xj , t
n)� (xj−1/2, t

n−1/2) ��� (xj+1/2, t
n−1/2)� �����������#	 ,��� M+ ��

������ �����# ������� A ��� F ��� M− �� �����# ������� ����� A ��� B	 ,���

P+ �� ������ ������� ���� M+ ��� ���� F ��� ���� P− �� ������� M− ��� B	

��� �������� ������� P± ��� M± �� ���������� �# � ��������� τ 	 ��������� ����

��� ������ ���� A� ��� ���������� ABCD ��� ADEF ��� ��� +���� "!� �+"!�
	

��� ��������� BCEF � �	�	 ��� ���� � ABCD ��� ADEF � �� ������ � "�����

"!� � ""!	

� ������� ���  !(j, n) ����� ���  ! ���� ��� ������ ���� �� ��� ���� ���
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n+1

n+1/2

n

n-1/2

n-1

j-3/2 j-1 j-1/2 j j+1/2 j+1 j-3/2

Δx/2 Δx/2

Δt/2

Δt/2

������ ���	 
�� ��� ������ ��� ��� ���������� ������� �� ��� ������������� ������

������ �� ��� �������������� ���� �������

(xj , t
n)� ����� ��� ��(j, n)� ��� ���  ����!�� ui� i = 1, . . . , Neq ��� ���������� !"

� 
�"��� ����� �� � ������������ ���� ������ � �����"�� ���� � ������������
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x

t

SE

CE

(j-1/2, n-1/2) (j+1/2, n-1/2)

(j, n)

������ ��	
 ��� ������� ������� ��� ��� ������������ ������� ���� �� ��� ����
����������� ��� �������

��������������� ������ ������ ����� �� ����


u∗
i (x, t; j, n) ≡ (ui)

n
j + (ui,x)

n
j (x− xj) + (ui,t)

n
j (t− tn)

+
1

2

[
(ui,xx)

n
j (x− xj)

2 + (ui,tt)
n
j (t− tn)2+

]
+ (ui,xt)

n
j (x− xj)(t− tn)

+
1

6

[
(ui,xxx)

n
j (x− xj)

3 + (ui,ttt)
n
j (t− tn)3

]
+

1

2

[
(ui,xxt)

n
j (x− xj)

2(t− tn) + (ui,xtt)
n
j (x− xj)(t− tn)2

]
+

O(x− xj)
4 +O(t− tn)4.
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��� ��!���"��!� ∗ �� �#� ��� � ������� ��� ����� �� ��� ���"����$�� ��%���� �� �
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� �� �

�� � ��� ���

A(j, n)B

C(j − 1/2, n− 1/2) D E(j + 1/2, n− 1/2)

FM+ P+M−P−

Δt
2

Δx
4

Δx
2

Δx
2
Δx
2

Δx
4

x

t
(1+τ)

Δx
4 (1−τ)

Δx
4(1+τ)

Δx
4(1−τ)

Δx
4

������ ��	
 ��� ��������� �� ��� ���������� ��� ���� ��� ����� � ��� ���
��������� ���� �������

���������� ������� (x, t) ����� ��� ��(j, n)�   �!� "��#$%

ui,x ≡
∂ui

∂x
, ui,xx ≡

∂2ui

∂x2
, ui,xxx ≡

∂3ui

∂x3
.

������� ������� ��� ���� ��� �������� ����������� �� ���������� ����� ����������� ��

ui� &�% (ui,x)
n
j ������ ��� ����� �� ��� ���������� ui,x �� ��� ������� ���� (xj , t

n)�

��� ���� ������ �� ������� �� ����� ������������

�!����� "��#$ �� ����� ��� ��� ������������ ���� ������� ���� �!����� �� �����'

�������(�� ��� �' ������ ����� �'����� ���� �������(���� �� ���) � ��� �����)��

�!�����


u∗
i (x, t; j, n) ≡

NM∑
a=0

NM−a∑
b=0

(ui,xatb)
n
j

a!b!

(
x− xj

)a
(t− tn)b , �����

��



�����

ui,xItJ ≡
∂I+Jui

∂xI∂tJ
,

NM �� ��� ��	�� �
 ��� ����� ������ ���	 � ��� ���� �����	� ��� ������� �


��������	�� ���� �����	 ���� � ����	���	�� ����� ������ ��	 NM ����	 ����� ��

��� ���������� �� ��� ����� ������ ��� 	� ��	 ��	 ���	 �������� �� ��� �������� �����

(xj , t
n)� ��������! ��� "�� 
�������� fi! i = 1, . . . , Neq! ��� 	�������#�	 � ��� �����

������ ��������� ����	� ��� ��(j, n)$

f ∗
i (x, t; j, n) ≡

NM∑
a=0

NM−a∑
b=0

(fi,xatb)
n
j

a!b!

(
x− xj

)a
(t− tn)b . %&�'(

�� ������	! ��� ������� ��	 �������� 	���)���)�� �
 ������ )������� ui ����	

���� �� 	�������#�	 � ����* ��� ����� ������ ��������� ����	� � ��� �����	�� ���

�+



����������	� 
��� 	����� ��	� �� � �	���� �� ��� ������ �	 ���	

u∗
i,x(x, t; j, n) = (ui,x)

n
j + (ui,xx)

n
j (x− xj) + (ui,xt)

n
j (t− tn)

+
1

2

[
(ui,xxx)

n
j (x− xj)

2 + (ui,xtt)
n
j (t− tn)2+

]
+ (ui,xxt)

n
j (x− xj)(t− tn) +O(x− xj)

3 +O(t− tn)3,

u∗
i,t(x, t; j, n) = (ui,t)

n
j + (ui,xt)

n
j (x− xj) + (ui,tt)

n
j (t− tn)

+
1

2

[
(ui,xxt)

n
j (x− xj)

2 + (ui,ttt)
n
j (t− tn)2+

]
+ (ui,xtt)

n
j (x− xj)(t− tn) +O(x− xj)

3 +O(t− tn)3,

u∗
i,xx(x, t; j, n) = (ui,xx)

n
j + (ui,xxx)

n
j (x− xj) + (ui,xxt)

n
j (t− tn)+

O(x− xj)
2 +O(t− tn)2,

u∗
i,tt(x, t; j, n) = (ui,tt)

n
j + (ui,xtt)

n
j (x− xj) + (ui,ttt)

n
j (t− tn)+

O(x− xj)
2 +O(t− tn)2,

u∗
i,xt(x, t; j, n) = (ui,xt)

n
j + (ui,xxt)

n
j (x− xj) + (ui,xtt)

n
j (t− tn)+

O(x− xj)
2 +O(t− tn)2.
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��	 ��	���	��� �� ��	 �� ��� �	��	� ��� ��	 ���������	� �	�� ��	 �������� �����	 ��	

��(j, n) ��� ��	 ��	������ �� ���� �� ��	 �� ��� �	��	� ��� ��	 !���� ��"����� ui

����� �� ��� ������

#� $	�	���� ��	 �����	��%	� �	�������	� �� ui ���� ��	 I��� �	�������	 �� �!��	 ���

J�� �	�������	 �� ��	 �� 	���� 	&!�	��	� ' ��	 ��������$ �� ��� �	��	� 	&!������
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�������� �	 	�� 
���	�� ���	 (xj , t
n)�

u∗
i,xItJ (x, t; j, n) =

A∑
a=0

B−a∑
b=0

(ui,xa+Itb+J )nj
a!b!

(
x− xj

)a
(t− tn)b , �����

����� A = NM − I ��� B = NM − I − J � �������� 	�� ������ �� 	�� (I + J)	�


�����	�� �����	�� �� 	�� ��� ����	�� fi �
�� �  ! �	� 	�� 
���	�� ���	 �	

(xj , t
n) ��� ��
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��	�� "� � #����� 
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�� �������	�� � 	���
 ��
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�

f ∗
i,xItJ (x, t; j, n) =

A∑
a=0

B−a∑
b=0

(fi,xa+Itb+J )nj
a!b!

(
x− xj

)a
(t− tn)b . ���%&�
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��� ������	��
���� ����������� �������


,� 	�
 
��	�� 	 ��� "� 
���� 	��	 	�� ���� ���������	 ����"��
 � 	�� 	���

������$ �������	�� ��� 	�� ���
����� ����"��
 ��� 	��� 
��	�� �����	��
� -	���

����"��
� ��� 	�� 	������� �����	��
 �� 	�� ���
����� ����"��
 �ui,t� ui,xt� ui,tt� � � � �

.&



��� ��� ��	�
 ��� ��
 
����� ��� ������� ����������
� ��� �� ������ �������� ����

��� ������� �������
 (ui)
n
j ��� ��
 
����� ����������
�

�� ��� �������� � ������� ���������� ���� �����
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��� ��� ���� �#����� �� ����� ���
 ������ �
 ������� �	������ �� $������ %�&�

'���� ��� ���� �(������
� ��� ��	�
 ��� ����� ��������
 �� ��� ������� ���

�����
� ���������� ��� ����������
 �� ��� ��	�
 ��� �� ���������� ������� ��� �����

���� �� �������� �� ��� ��
��� 
������� ��� �����������  ������� �������
 �� �������

��

fi,l ≡
∂fi
∂ul

, fi,lk ≡
∂2fi

∂ul∂uk

, fi,lkp ≡
∂3fi

∂ul∂uk∂up

, . . . )*�&&+

����� i, l, k, p = 1, . . . , Neq� ,���� �� ���  ������� �������
� ��� 
��������� �������

����
 �� ��	 ��������
 ��� �� �	���

�� �
 ��������
 �� ui ���� i = 1, 2 . . . , Neq ���
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����� ���	�
���� ����������

∂fi
∂Ψ1

=

Neq∑
l

fi,l
∂ul

∂Ψ1
, ������

����� Ψ1 = {x, t}�

∂2fi
∂Ψ1∂Ψ2

=

Neq∑
l

fi,l
∂2ul

∂Ψ1∂Ψ2
+

Neq∑
l,k

fi,lk
∂ul

∂Ψ1

∂uk

∂Ψ2
������

����� (Ψ1,Ψ2) =
{
(x, x), (t, t), (x, t)

}
� ���

∂3fi
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

=

Neq∑
l

fi,l
∂3ul

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
+

Neq∑
l,k

fi,lk

(
∂2ul

∂Ψ1∂Ψ2

∂uk

∂Ψ3
+

∂2ul

∂Ψ1∂Ψ3

∂uk

∂Ψ2
+

∂2ul

∂Ψ2∂Ψ3

∂uk

∂Ψ1

)
+

Neq∑
l,k,p

fi,lkp
∂ul

∂Ψ1

∂uk

∂Ψ2

∂up

∂Ψ3

������

����� (Ψ1,Ψ2,Ψ3) =
{
(x, x, x), (t, t, t), (x, x, t), (x, t, t)

}
� ��� i = 1, . . . , Neq� ���

���	�
���� ��������� �� ��� ����� ���� ��� �� ����� ��� � ������
����� !"#" �	����

��� ����� �� " � ������� ���� ������ 	�� $� �������� �� ������ ��%��� ���� ������

$& ��'��% ������� ��������� �� ��� ����� ���� �����	� �� ��� 	������� ����$(��� )

����$�	' �� ���� ������	� �� ���� ���� ��	� ���������( �������� ��� ��� ���	�����

$�	��� ��	������%(& 	���(��� ���� �� ����(& ���� �� " � ������� *������ ���� ��(��%
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� ������ ��	��
���� �� ��� ����� ��� � ������ �������� �� ��� ��������� �����
����

���� ����� ���� ��� ������ ��� ������� ����������� �� fi ���� ���	��� �� ul ��� �����

���� ������� ���	���� ��� ����������� �� ��� ����������� �� ��� ������

�� 	������� �� ���� 
� ����� ���� ��� ����������� �� ��� 	������ �������� ui

��������� ���	���� �������������� ��� 
� ������ ���� ��	�������� �� ����� �� ��� �	�����

����������� �� ��� 	������ ���������  �� ��� !��� ���	���� ���������� �� ��� 	������

�������� (ui,t)
n
j � ��� ��������� ����
���� �"������ �� ����������

(ui,t)
n
j = (si)

n
j − (fi,x)

n
j . #$�%&'

��� �"������ ����� �
��� 
���� �� ��� �����	���� ���� ��� �������� ������ �� ���

�������� �� ���������� �� ��� �������� 	���� �� ������ (� ��� ������)����� *�+�

������� ���� �"������ ��� 
� ���������� ������� 
���� �� ��� �	���)���� ��� ������)

������ ���� � ����
��)���	�� *� ,&-� ����� ��������� ���� �� +��  �� ��� ������) ���

�����)����� *�+� ������� �� ��� 	������ ������	����� �������� �� ���� ��	��������

��� 
� �������� +�.�� �� �� ��� ���� �"� #$�%&' �� ���	�� � 	�����
�� �����	�����

/���� ��� �������� ����� �"������� �"� #$�%'� �� ������������� ���� ���	��� �� �	���

��� ���� ��� ���������� ������)����� ��� ��� ����� ����
���� ������� �� ��� ��������
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����� (xj, t
n) ���	

(ui,tx)
n
j = (si,x)

n
j − (fi,xx)

n
j ,

(ui,tt)
n
j = (si,t)

n
j − (fi,xt)

n
j ,

(ui,txx)
n
j = (si,xx)

n
j − (fi,xxx)

n
j ,

(ui,ttx)
n
j = (si,tx)

n
j − (fi,xtx)

n
j ,

(ui,ttt)
n
j = (si,tt)

n
j − (fi,xtt)

n
j ,

. . . .


������ ���������� �� ��� ����� ��� �� ����� �� ������ ���� ������ ���������� �� (ui)
n
j

�� �������� �������������� ���� � ����������� ��� �� !������ �� � "��� ������� ���"

��	

(ui,xItJ )
n
j = (si,xI tJ−1)nj − (fi,xI+1tJ−1)nj ����#�

��� ��� ��� ���"��� �����!��� i = 1, 2, . . . , Neq� $�� ������������ I = 0, 1, . . . , NM

�� J = 1, 2, . . . , NM − I ����� ��� ���� �� ��� $����� ������ ���%������� ��

"������� ������ ��� ������� �� ��"����� ���������� �� ��� &�' ��������� ���!� ��

��� ����#� ��� �� ������� ������� ��� ������� �� ��"����� ���������� �� ��� ���"���

�����!�� ui �� ���(������� !��� ��� ��� �� ��� )������� "������� �� ��� ����� �����
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�� � ������	 �
� ��� ����������� ��������� �� �
� ���������
��� ����������� ��� �
�

������ �������� ui ��� �
��� ������� ������������

��� �
� �����
������ ���� ���
��	 �
� ����������� �������� �� ���
 �����

�������� ������� �
� ��������� ����  ���� ������ ���!������" (ui)
n
j 	 (ui,x)

n
j 	 (ui,xx)

n
j 	

��� (ui,xxx)
n
j � #
�� � �����
������ ���� ���
�� �� ������� �� ����� �
� ����

����������� ����� ���������	 �
��� Neq = 3	 �
��� ���� �� ����� �� $% �������� ���

���� �� �
� ���������
��� ������������ &� �������	 �� � (NM+1)�
������ ���� ���
��

�� ������� �� ����� � ��� �� Neq	 ������� 
�������� '(��	 �
��� ��� (NM +1)×Neq

�������� �� ���
 ���
 �����  
��� (NM + 1) × Neq �������� ��� �� ��������)��

���� ��� ������" *�+ �
� ���� ����������� �� �
� ������ �������� ui	 ��������� �
�

)����
 ���������� (ui)
n
j 	 �
� ������ ����������	 (ui,xx)

n
j , . . . , ��� �
� k��
 ����������

(ui,x2k)nj 	 �
��� k = (NM − 1)/2, ��� *��+ �
� ��� ����������� �� ui	 ��������� �
� -���

���������� (ui,x)
n
j 	 �
� �
��� ���������� (ui,xxx)

n
j 	 � � � 	 ��� �
� k�
 ���������� ui,x2k+1	

�
��� k = (NM − 1)/2�  
� ��������� �������
� ������� �� ��������� �
� ����

����������� �� ui �� �
� ���������
��� ����������� �� ��.����� ���� �
�� ��� �������

�
� ��� ����������� �� ui�
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��� ��� �� ��� ��	
���� ��
���� ������� ����� �� �
�	 � ������� ���� �� ��� ���

��
��� ���������� ��� �
����� �����	�� �
 ��� ���� �������

�� ��� �������� ���� �������� ��� ���������� ��� ��
�������
 �� �
�����

����� �
 ��� ����
�� � �����
� �� ���� �� ��� �������
�� ���������� �
����� � �����
��

����� ���� �� �����
�� �	 !�� ��"��
�����
� ��� ����
�� �	������� #$�� �
 �����

�
� ���� �
� ���
 ����	�
� ��� %���� ������
�� ������ �� ��� 
�� #$���

&
 ��� ���� ��
�� ��� ��� ���������� �� ��� ����	 �
'
��
� ui �� ��� ���

�����
 ���
� (xj , t
n) �� ���������� ����� �
 � ��
������"��
�����'� �������� ��

�������� �
� ��� ����	 �
'
��
� (ui)
n
j �� ����������� ��� !�� ���������� (ui,x)

n
j

�� ���������� ������ � ��
��� ��"��
��
� �������� (
 � ������ ������
 ��� ����

���������� (ui,xxx)
n
j ��
 �� ���������� �	 ��
��� ��"��
��
� ��� ����
� ����������

(ui,xx)
n
j � (
 ��� �������
� ) ������
�� � ��
��� �������� ���� c�τ ������ �� �����
�

� �	���� �� �
������
���
�� Neq �	������� #$�� �� ����������

��� ���� �	
��
 �����
����� �� ui

*�� '�	 ���� �
 ���������
� ��� ���
 ������� ���������� �� ui �
 ��� ���� �����
�

����������
 �� �� ���� �������
�� � �����
� �� ��� ����� ����������� �� ��������

��� �������
� � �����
 ���� �� ���� �� �
 �������
�� #$� ���� ui,xx �� ��� �
'
��
+

∂ui,xx

∂t
+

∂fi,xx
∂x

= si,xx,

,-



�� �������� 	
� ���� ����	��� ��� �� ������	��� �� �� ��	������ �� 	
� ��������

����� ����	���� ��� ������ �� �������	��	��� �	 ��	
 ��� ��	 	� x 	����� !���� ui,xx

�� 	
� ���  ������ ��"���� ��� 	
� ��� ����	��� �� � #��	$����� %&�� �� ��������

��� ����	����� ����	���� ��� 	
� ��� � �	��� �����	��� �� ui ��� �� ���	 ��	� 	
�

��������� ����'

∂ui,x2I

∂t
+

∂fi,x2I

∂x
= si,x2I , ����(�

�
��� I = 0, 1, . . . , (NM − 1)/2� )���� �� 	
� *���� ��������� 	
������ ��� ����(�

�� �����	 ��	� 	
� � ���$	��� ��	����� ����	���'

∮
S(V )

hi,x2I · ds =

∫
V

si,x2I , ����+�

�
��� S(V ) �� 	
� �������� �� � � ���$	��� ������ V � ��� ds �� � �������	��� �������

������	  ���	��� ��	���� ��	
 ��� ��	 	� V � ,
� � ���$	��� -�� ��	�� hi,x2I ��

��#��� ��

hi,x2I ≡ (fi,x2I , ui,x2I ).

�� ��� ����+�� 	
� *���� ��������� 	
����� � ���	�� �� � 	��$����������� ���������

� ��� E2� �� �
��
 	
� ���� �����	 ��������	�� ��� (x, t)� ,
� �������� ���� �� 	
�

� ���$	��� ��	����	��� ���� �� 	
� .�/� ��	
�� ��� �� ����� �� 0��� ������ ,�

1(



�������� �	� 
������� �������� ��� ���� �� 
������� �	� ���������

u∗
mx̄I t̄J ≡

∂I+Ju∗
i

∂xI tJ

(
Δx

4

)I (
Δt

4

)J

������

f ∗
mx̄I t̄J ≡

∂I+Jf ∗
i

∂xItJ

(
Δx

4

)I (
Δt

4

)J

������

smx̄I t̄J ≡
∂I+Jsi
∂xI tJ

(
Δx

4

)I (
Δt

4

)J

������

�	��� Δx = xj+1/2−xj−1/2 ��� Δt = tn− tn−1� �� ����� �� ���� �	� �������� ����

�������� � �� ����� �������� �������� ��	� � ������ !���"�� ��� !� ��������� ��

�	� ������� ������� ! �	� ��!����� ��� ���������� ������ �� �	� �������� ������

!���"��� �����

(ui,xx)
n
j + (ui,xxx)

n
j

Δx

2
+ (ui,xxt)

n
j

Δt

2
≡

[
ui,xx + ui,xxx

Δx

2
+ ui,xxt

Δt

2

]n
j

.

#��� �� $�� ����%� �� �	� &$ �	��� � '�� ���(�  ����

∮
S(V )

(
−u∗

i,x2I , f
∗
i,x2I

)
· (dx, dt) = s∗i,x2I , ������

�	��� I = 0, 1, 2, . . . , (NM − 1)/2.
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�� ��� ��� �	�� ��
�	���	� �� ��� ��� ���� ��	�� ��� ������ � �����
���� �	�
 ����

���� ������ �� ���� ������ ��� ��� ���	������ ��� ��
 ��� �����
����� � ������
�

�������� �����	��  �������� ��
�	����� ���� ���! "� �
�	���� ��
 ��� �
� ��� ����

������# AB ��� BC� ��
 ��� ����
 $�� ��� 
������� �����
����� ���� "� �
�	�����

∫
AB

(
−u∗

i,xZ , f
∗
i,xZ

)
· (dx, dt) =

∫ xj−1/2

xj

−u∗
i,xZdx

= −

∫ xj−1/2

xj

NM−Z∑
a=0

1

a!

(
ui,xa+Z

)n
j

(
x− xj

)a
dx

= −

NM−Z∑
a=0

1

a!

(
ui,xa+Z

)n
j

∫ xj−1/2

xj

(
x− xj

)a
dx

=
Δx

2

NM−Z∑
a=0

(−1)a2a

(a+ 1)!

(
ui,x̄a+Z

)n
j

(
4

Δx

)Z

���
� Z � ��! �	�� ��
�	���	�# ���� Z = 0, 2, 4, 6, . . . , NM − 1� %��� ���� ���� x

� ��� ���! ��������� 	�
��"�� ��� �� ��� ����
 ��
� �
� 
���	�� �
�� ��� �����
���

��� 
������� �����
����� ��
 ��� BC ���� ������ �&

∫
BC

(
−u∗

i,xZ , f
∗
i,xZ

)
· (dx, dt) = −

∫ tn

tn−1/2

f ∗
i,xZdt

= −

∫ tn

tn−1/2

NM−Z∑
a=0

1

a!

(
fi,xZtZ+a

)n−1/2

j−1/2

(
t− tn−1/2

)a
dt

= −

NM−Z∑
a=0

1

a!

(
fi,xZtZ+a

)n−1/2

j−1/2

∫ tn

tn−1/2

(
t− tn−1/2

)a
dt

= −
Δt

2

NM−Z∑
a=0

2a

(a+ 1)!

(
fi,x̄at̄Z+a

)n−1/2

j−1/2

(
4

Δx

)Z

.
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��� ���� ��	
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j 	��� ��� ��� ������� DA
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���� � � �� ������� �����
� ��� � 
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���� 	�� ���� (u∗
i )

n
j 	��� ��� ��� �������

AD� ��� ������ 	� ��� ������� ��� �������	�� ����

∫
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(
−u∗

i,xZ , f
∗
i,xZ

)
· (dx, dt) = −

Δx

2

NM−Z∑
a=0

2a

(a + 1)!

(
ui,x̄a+Z

)n−1/2

j−1/2

(
4

Δx

)Z
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∫
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−u∗
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∗
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· (dx, dt) = −

Δx

2

NM−Z∑
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(−1)a2a

(a+ 1)!

(
ui,x̄a+Z

)n−1/2

j+1/2
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4

Δx

)Z
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∫
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(
−u∗

i,xZ , f
∗
i,xZ

)
· (dx, dt) =

Δt

2

NM−Z∑
a=0

2a

(a+ 1)!

(
fi,x̄atZ+a

)n−1/2

j+1/2

(
4

Δx

)Z

,

∫
FA

(
−u∗

i,xZ , f
∗
i,xZ

)
· (dx, dt) =

Δx

2

NM−Z∑
a=0

2a

(a+ 1)!

(
ui,x̄a+Z

)n
j

(
4

Δx

)Z

�� ������ 	��� ��� ��� �������� ��� ����� 	� ui,xZ � 
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������ �� ��� ��� ���

���� ��� � ����� �	�

(umx̄Z)nj =
1

Δx

∫∫
smx̄ZdV +

1

2

NM−Z∑
k=0

2k

(k + 1)!([
umx̄k+Z +

Δt

Δx
fmx̄Z t̄k

]n−1/2

j−1/2

+

[
(−1)kumx̄k+Z −

Δt

Δx
fmx̄Z t̄k

]n−1/2

j+1/2

)
−

NM−Z−1

2∑
k=1

22k

(2k + 1)!
(umx̄2k+Z)nj
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(
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Δx
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Δx

4
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(
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4
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����� ��� (u∗
mx̄I )

n
j (P

±) �� �	� 
���� ������ �������� � (umx̄I )jn ��� (xj , t
n)

� x(P±)� 
	�� (umx̄I+1)nj ��� �� ����� �� �� ����������� (u∗
mx̄I )

n
j (P

−) ���

(u∗
mx̄I )

n
j (P

+) ��������� ��

(umx̄I+1)nj =
(u∗

mx̄I )
n
j (P

+)− (u∗
mx̄I )

n
j (P

−)

2(1 + τ)
−

NM−1−I

2∑
k=1

1

(2k + 1)!
(umx̄2k+1+I )nj (1 + τ)2k,

������

�� I = 0, 2, 4, . . . , NM − 1 ��� m = 1, 2, . . . , Neq�

����� �� ��� � �	� 
���� ������ ��������� ���� �� ����������� (u∗
mx̄I )(P

±) ���

�� � �� �� ����������� �� u′
mx̄I (P

±)� !	��� u′
mx̄I (P

±) �� �	� 
���� ������ ��"

������ ��� (xj±1/2,tn−1/2) � x(P±)� #� �	�� 
���� ������ �������� �	� ����� � ui

�� ����� P± ��� ���������� ��� ������ �� �	� ������� ���� �����

(umx̄I+1)nj =
u′
mx̄I (P

+)− u′
mx̄I (P

−)

2(1 + τ)
−
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2∑
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1

(2k + 1)!
(umx̄2k+1+I )nj (1 + τ)2k,

!	�� �������������� ��� ������� �� �	� $ %��� � ��" ���	���� ��� � ��������

� �	� ����������� �� ��&������ 
	� %��� ���� �� �������� �	� �� ����������� �� �

����� �  ���	���� ������	� ��� �	�� �	��� �� ���	����� #� �	� ������� ��� ��

���� � �� ���������� ���	 � �������' ���	 �� �����' �� �������  	��	 ����	��

���������� ����������

#�()* +	��� �	 �� �	�� �	� ������� �������  ���	���� ��	���� ��������� ���"

������ ��(�,* ��� ����������  ��	�� ���%����� � �	� �� 	��	"���� +-�- ��	����

.�



��� ������	 �
�	 ��� � ������ �������� �� �����
���� ����� ��� ��
����
 W �� ����


��

W±(x−, x+, α) =
|x∓|

α

|x−|α + |x+|α
. ������
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 ������ �
 ��� �����
�� �� �����
��
������ α �� �
 ��!������� ��������� ≥ 1�

 �� ��� ����������� ��� 
�" ��#
�� �	$

(umx̄I )nj ≡ (ωm−)I
(
ûmx̄−I

)
+ (ωm+)I

(
ûmx̄+I

)
, ����%�

"����

(ωm±)I = W±(u
c
mx̄−I , u

c
mx̄+I , α), ����&�

"���

ûmx̄∓I ≡ ±
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1 + τ
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1

2
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n
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∣∣∣∣∣∂
k+1ui

∂x̄k+1

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣ 4β

k + 1

∂kui

∂x̄k

∣∣∣∣∣ �� k > 1 ������
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∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, tn+1)dx =

∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x, tn)dx+

∫ xt+1

tn

f(xi−1/2, t)dt−

∫ xt+1

tn

f(xi+1/2, t)dt,

������

����� f �� ��� �� ��� u �� ��� 	
������� ��������� �� �� ������ ���� ��� �� �� �

��	��
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� u� ���� �����
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��
�� ������� ���
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Δt
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)
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L2 ≡

√∫
|φ|2dx ≈

√∑
i

|φi|2Δxi

����� φi �� ��#	�� �� ��� ��$���	�  �����	 ��� �	������� �	� 	������� �������	

�	� Δxi �� ��� 
��� ����	
 �� � 
���	 ������	 i� %	 ��� ���� Δx �� �	���	�� ��� ����
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du

dt
+ a

du

dx
= aS0 cos(x)

−2π < x < 2π; t > 0

����� a 	�� S0 	�� ����	��� ����� ��� ���
�
� ����	�� ���
�
� 	� 	�	���
�	�

����
� � ��
� ������ 
�

u(x, t) = cos(x− at) + S0sin(x).
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S = aS0 cos(x)∫∫
S dx dt = aS0

Δt

2
sin(x)|

xj+1/2
xj−1/2 ,∫∫

Sx̄x̄ dx dt = −aS0

(
Δx

4

)2
Δt

2
sin(x)|

xj+1/2
xj−1/2

, . . . ,∫∫
Sx̄2n dx dt = (−1)n/2aS0

(
Δx

4

)2n
Δt

2
sin(x)|

xj+1/2
xj−1/2 , �� n = 0, 1, . . . ,

NM − 1

2
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a
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ρ∞
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(u, ρ, p) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(0, 1, 103) 0 < x < 0.1

(0, 1, 10−2) 0.1 < x < 0.9

(0, 1, 102) 0.9 < x < 1.0
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(u, ρ, p) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(2.629369, 3.857143, 10.3333) −1 < x < −0.8

(0, 1 + 0.2 sin(5πx), 1) −0.8 < x < 1.0

0.0 < t < 0.47.
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∣∣∣∣∣∣ , 1.0
⎞
⎟⎠ .

�+



����� ���� �	
����� ��� ��
� �� α ���������� ���� �� uc
mx̄z+ ���������� uc

mx̄z−� β ��

�	� ������ ��� ��� �� �����

���
�� ������ ����� ��� ���
��� ���� ��� ��
 !���� ���
������� "� ���� #�
�� ���

$��� ������ ��� �
� �� �����% & ��
��� & ��'�� & ��% ������ ��%�� ��% �� � �����
����

�� (�� ��% )�� 
������ ������ ��� ���������� ���� %�����* ����� �������� ��� �� ���

$��� ���
������ �� ��� +,-� ������� .�� /���0 ���� %������ � �������% ���
����

�/�����% /* �
����� ��� �����% ��%�� $��� ������ ���� ���� 
������ ������ ��� ���

����� �����
���� ���� ��� +, ������ �
��������� ��� �����% ��%�� $��� ������ ��%

�������� �����/�* �� ��� ��
��� ��% ��'�� ��%�� ������� .�� ������ ��%�� $���

������ ���� �������� �����/�* �� ��� +,-� ������ �'���� �� ��� ����0 ����� ���

$��� ������ ��� ���� %���������� ��� ��� ���� ���� )�� ����� ��� �����
���� �� ����

���
�� ���� ��� %�1������ /������ ��� %�1����� ����
� ���
������� �� ��� ���������

2����& ��� �'������� �� ���� �� ���� ��� ������ ��%�� $��� ���
������ ��� ����

%��������� ���
�% ��� ����0 ���� ��� ����� ��������

.�� ���
��� ��� ��� 3������� ���
������ ��� ����� �� ���� ������� ��� ���� ��� 


������ ��� $��� ������ ��� �
� �� �� �����% & ��
��� & ��'�� & ��% ������ ��%���

.���� ���
������� ����� �
� �� � �����
���� �� (�� ��% )�� 
������ ������ .�� /���0

���� ���������� � �������% ���
���� �/�����% /* ��� �
����� ��� �����% ��%�� $���

������ ���� ����� �	
���* ������ ������ ��� ���� #�
�� ���� ���� �������� ��� $���

���
��� �� ��� ��'� ������ ��%�� �� ���
���*� ��� �'����� ��� ��� ���� �������� ���

�����% ��%�� �� ��� ��
��� ��%�� ��% ��� ��'� ��� %��� �������� ��� ��
��� ��%��

4�



�� ��� �������	
�	 ��
 �� �� ��	 ��� ����������� ��� ����� ��� 	������
 ���� ���

�	 ��� ������ ���� �� ���������� 
����	���� ��	 ��� ��� ���� ���� ��� 	��������� ��

��� ���� ��
� ������� 
������������ ��� �� ���������� ���	������� ���	��� ��� 	����

��
� �������� ������
 ������� 0.75 < x < 0.8� �����	�� ��� � ���������� ���	�������

�	�� �����
� �� ���	��� �� �������	
�	 �� ��� ����	 ���
 ��� ��������	
�	 � ! 

���������� ��� ��	� 
���������� �	���
 ��� 	���� ��
� �������� ���� ��� �����
��	
�	

���������� "�� ����������� ���� #�� ����� ���� ���� ����	������ 	������ �� ���� ��	

������� ��� 	������ ��	 ��� ���	����	
�	 � ! ������ �	� �� ��	 ��	�� ���� ��� 	��

����� �	�� ��� �����
��	
�	 ���������� $�� ��� ������ ��
 �������	
�	 �����������

�������� ��� ��	��	� ��� �����
��	
�	 ���������� "�� ���	 	������ �	�� ��� ���	���

�	
�	 ���������� ����
 �� �����
 �� ��������� �� ��� �����
 ������	 ��� ��	�� �����

����
 �� 	����%�
 �� ����� � ��	� ���	������ ��������� ������

&� �����	� ��� 	������ �	�� ��� �����	����� ���� ����� �����
 ���� ��� � ! 

������ �� ���� �� ������� ��� 
���	�
 �	
�	 �� ����	��� ��	 ���� �����	 ��
 ���������	

����������� ��	���	��	�� �� ��� ����� ���� �� ��� ������ ��	� ���������������

�'����� �� ���	���� ��� �	
�	 �� ����	��� ���� �� �

 ��	� ����� ��	 �����	 �������

��	 ���  ���	 �(������� ��� ���	�� ��
 �����	 �	
�	 �����	� ���	� ��	� �'����� ����

��� �����
��	
�	 � ! �����	 )��� �����	��� ��� ���	�� ��
 �����	 �	
�	 �����	�

��� �'������ �� ��� �����	� ��� ��� ����	��� ����� �����	 	���������� "�� 	������

�	�� ��� $�������� ��
 !�������	 ����������� �����
 ���� ��� ������	
�	 � ! 

�����	� �	� ���� �� ����	����� 	������ 
�������������� ����� �	���
��� ����	��� 	������
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���� �����	
 �	����� ��	 �	
������ �� ��	 �������	������� ������
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 ���� ���	�	�

��	 	�������� �	
�	� �� ���� �����	
 �
	 ���� ��
 ��� �
�	
 �� ����
��� ��� ��


���� �
�������
 ��� ����
����	
�� �	��	�� �� �	���� ��	 �������	������� ���	
�����

	�������� �
	 ���� ���� ��	 ��������� 	���
 ��
��

∂U

∂t
+

∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
= 0 � �!"

��	
	 U �� ��	 ��#���� 	���
 ��� F
x,y �� ��	 $�% 	���
 �� ��	 x ��� y ��
	������


	��	���	���

U = (u1, u2, . . . , ui)
T ,

F
x,y = (fx,y

1 , fx,y
2 , . . . , fx,y

i )T .
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��� ��������	�
 T ���
�� 
��������� ��� m 	� 
�� ������ � �����	�� ����
	�� 	�


�� ���
��� ��� �������	� ����
	�� ��� ���
 	�
 � �	������������� ����
�

∇ · hi = 0, �����

����� hi = (fx
i , f

y
i , ui)

t 	� 
�� ������
	�� �� ���
� ��� i = 1, . . . , m� !���" 
��

�	�������� ����
�� 	� 
�� 
������	����	��� #���	���� ����� E3(x, y, t)� $	��� ��

%����& 
�����" #�� ����� ������ � ������� 	�
����
	� � 
�� ������
	�� �� ���
�

hi�

∮
S(R)

hi(x, y, t) · dS = 0. �����

����� dS = ndσ 	� � ������� ������
 �	
� n �� 
�� ��	
 ����� ���
� �	�
	��

�
���� � 
�� 
������	����	��� ������
	�� ���	� R ��� dσ �� 
�� �	'����
	�� ����

�� � ���
 � S(R)" 	���" 
�� ������� � R� ��� (#)# ��
�� 	� ���	���� 
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��� ��������� �
 ����� �������� �� ������  ����� !����"�� ����� �� ��� �������

����  	 !�� �� �������� �� ���� ������ ��� ��"�������� �
 ��� ��������������

���������� ���� �������

��  ����  ��"��� �
 ��� �� 
��  �������������� �	���� ����  � ��"������ #� 

�������� ��� �����	 ������� �
 ��� ��� �� �� ��
���� $�% ������"����� #� ����

��� �� �� ��&����� �� �������� ��� ������ ��������� ����� ������� �"����� ��

"����� �������� ���� ����� (j, n) ����� j �� ��� ���� �� �� n �� ��� ������� ���� ����

��� ��� ���� j �� ��"��� ����� ����� ����� �� �� �������  	 jr ����� r = 1, 2, 3 
��

 �������� ���� �� r = 1, 2, 3, 4 
��  &��������� ����� �"��	 ���� �� ��������

���� ����� �� 
��� '��� ��� ('���) ����� 
����  �������� �� (���)� ���

��� �� �
 �������� '��� ������� �� ��� ���� �	��� ����� 
�� �������� ������

�� 
��� 
�� &��������� ������� # '�� �� 
�����  	 �*��� ��� ���� ������ �
 ����

j+ ��� ��� "������� �������� ����  ������ 
�� �� ��� ����� ����� ���� ��������

���� ��� ��� 
��� ����� ������ 
����  &��������� �� ��� x, y ����+ ��%� ����

���� �� �%������ �� ���� 
��  ������� �
 Δt/2� ���� ��� ���� ��   �% �� �� ���

���������������� ��������� ������ ,� �� �������� �� ���� ��� ��� �	�� �
 ����

���	 -���� ��� ��� �� �
 '��� �������� ����  ������ ���� �� ���� ��� �����

��� ��� '�� �� 
����� ��� #� � �%���� �������� ��� ��������� �������� ����

./



����� �� ���	 
�	�	 �� ���� ����� ��� ����� ����� ������ ��� ���������� �� ���� ����

�� ��� �������� ����	 ��� �������� ��� ������� �� �� ���� ������ ��� ���� ���

������ !" #" $" %" & ��� �'	 ��� ������ �� ��� ��������� ������� �� �� ���� ������ ���

������� �� ������ �" �" ( ��� )	 *��������� ��� ������ �� ��� �������� ��� ������ �� ���

�������� ��� ���� ������ ������� ��� ����� ���� ��� �������� �������� ������ �������	

��� �������� ������ ��� ������� �� � ����� ��� ��� ������� �×" �×" (×" ��� )×	 ���

���+������ �� ��� ,-. ���� ��� x, y ����� ��� ������� �� ��� ����� ���� ��� ��� ����

�� �� ��� ������ {1, 2, 3, 4}" {2, 5, 6, 3} ��� {3, 6, 7, 4}	 ��� ���� �����/�����������

,-. �� ����� �� ���	 
�	!�	 ��� �������� ������ ��� �� �������� ���������� �� ���

-.0. ������ ��� �� ������ �� ��� �������� �� ��� --.	 �� ��������� ��� ��������

����� ���������� ���� ���� j ��� Sr �� ��� ���� �� ��� ������ ���� �� ��� ,-." �	�	

������ {1, 2, 3, 4}" ���� ��� X, Y �� ��� ������ �� ��� ���� �������������	 1��� �����

���������� ��� �������� �� ��� --. �� 

Nface∑
r=1

SrXr = xcen

Nface∑
r=1

Sr 2

Nface∑
r=1

SrY r = ycen

Nface∑
r=1

Sr

����� Nface �� ��� ������ �� ����� �� ���� j	

��� ������ ������� ���� ����� ������� �� ��� 0.	 3� � �������� ��� �������

������� �� ��� 0. �� �� ����� ��� ������ �� ����� ��� ������ ������ �4������� �� ����

��������� �������� �� �����	 3� ���� ��� 0.� ��� ��� ������� ��� ��� ��� �������� ��

��� �� ��� ������ ������	 3 0. ��� � ���������� ���� �� ����� �� ���	 
�	!�	�� ����

����� ��� 0. �������� ����� �������� ����������� ��������" �	�	" � 3′2′2′′3′′" � 3′4′4′′3′′"

)&



� 3′6′6′′3′′� ��� ��� ���	
����� �������� ����� ������ �� ��	��� ������� ����� �

������� �� � ���	���� ���� ��� ��	��� ��� �������� ��� ����  � � �	���� !��� �� ���

"#� $���� � ������ 	�������� �� ��	�� 3� %� ����� !� � ������� ��� ��	����  ����&��

ui ��� ��� ' �� fx,y
i � &	�� i = 1, . . . , m� ��� �	�����	
�� �� � $����� ���	�� �����	��

&	�� ������� �� ��	�� 3×� (������ 	�������� !��� �� �! ��� )#� 	� ���� ���� ���� ��

���	�� �	�� ���� &������ ��� "#� ���� ���� � ���!*�	�� �����

�� �� ��

������
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+	� �� ,��- ( �������	� �! � ��	��� ��� ���� !�� ��� !� ���*����� "#)# ������� $��

���� ����	��� ��� ������ �� �. ����� $�� �	����� ��� ��� ������	�� �! ��� ��	��� ���

������ $�� ������� 	��	���� ��� ������	� �! ��� ""#� 	���� � �������� ���	�� ������

�� ��	��� ������� /�	�� 3× 	� ���� � ��� �	�� ��	���
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�������� ���� ���� �� ������� �� �� ����������� ���� ������ �� ��� �� � ��� ����
���� �� ������� �� � ����!� �����������

��� �� � ���� �� ��� ��������"����� ������� �� �� � ����� ��� ��������� ������!��

��� #� �� �� � ���!�� ������ � ������� �������� �� ��� ��!����� ������� ����� ���!��

������ ��� � ������ �� ���� �����$ x, y$ ��� ����$ t� ��� � ���!� � �����%����� ���!��

������ ���!� �� ���� �� � &�����%����� �������� ��� ������ ��� ���!� �� � ������
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u∗
i (x, y, t) =(ui)

n
j + (ui,x)

n
jΔx+ (ui,y)

n
jΔy + (ui,t)

n
jΔt + (ui,xt)

n
jΔxΔt+

(ui,yt)
n
jΔyΔt+

1

2

(
(ui,xx)

n
jΔx2 + (ui,yy)

n
jΔy2 + (ui,tt)

n
jΔt2+[

(ui,xy)
n
j + (ui,yx)

n
j

]
ΔxΔy

)
+

1

6

[
(ui,xxx)

n
jΔx3 + (ui,yyy)

n
jΔy3 + (ui,ttt)

n
jΔt3

]
+

1

6

( [
(ui,xxy)

n
j + (ui,xyx)

n
j + (ui,yxx)

n
j

]
Δx2Δy+[

(ui,xyy)
n
j + (ui,yxy)

n
j + (ui,yyx)

n
j

]
Δy2Δx

)
+

1

2
[(ui,xxt)

n
jΔx2Δt + (ui,xtt)

n
jΔxΔt2 + (ui,yyt)

n
jΔy2Δt+

(ui,ytt)
n
jΔyΔt2] + (ui,xyt)

n
jΔxΔyΔt

�����

	
� �������� j ������� �
� �������� ����� j ��� �
� ����������� n ������� �
� ����

����� �� ���� ������ ����� (j, n) �� ����� 3×� 	
�� (xj, yj, t
n) �� �
� ���������� ���

��������� �� ����� 3×� 	
� �������� �� �� �������� �������� (x, y, t) ������ �
�  !

���� �
� �������� ����� (xj , yj, t
n) �� ������� � Δx = x − xj � Δy = y − yj� ���

Δt = t − tn� �� �
� "�# $������� ui ��� �
��� ������� ��� �������� ����$���$�� ���

%��#� �� (xj, yj, t
n)� �
�� �
� $���� �� ui �� ��� �������� �� �
�  ! �� ���������� �

!&� ������

��� �� �������� ���������� �������� (x, y, t) ������ �  !� �
� $���� �� ui,x(x, y, t)
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��� ���������� 	
 ��� ���������� ��
�� �������

u∗
i,x(x, y, t) =(ui,x)

n
j + (ui,xx)

n
jΔx+ (ui,xy)

n
jΔy + (ui,xt)

n
jΔt+

1

2

[
(ui,xxx)

n
jΔx2 + (ui,xyy)

n
jΔy2 + (ui,xtt)

n
jΔt2

]
+

1

2

[
(ui,xxy)

n
j + (ui,xyx)

n
j

]
ΔxΔy +

[
(ui,xxt)

n
jΔx+ (ui,xyt)

n
jΔy

]
Δt

�����

��������
� ��� ������ � ui,y ��� ui,t ��� ��������� 	
 � ���������� ��
�� �������

� ������� �� �� ��	�����
 ������ (x, y, t) �� � ��� ��� ������ � ��� �����

����������� � ui� ����� ui,xx� ui,yy� ui,tt� ui,xy� ui,yx� ui,xt� ��� ui,yt� ��� ���������� 	
 ���

 �������� ��
�� ������ ��������� !� ��������

u∗
i,xx(x, y, t) = (ui,xx)

n
j + (ui,xxx)

n
jΔx+ (ui,xxy)

n
jΔy + (ui,xxt)

n
jΔt ���"�
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����� ��	 ���� ���

����� �� ������� ���� �	�� ��	�	 �� ��� ����� ���� ��	 ����	���
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������+

∂Cui(x, y, t)

∂xI∂yJ∂tK
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=

m∑
l=1

∂fx,y
i

∂ul
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∂Ψ1
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�� ui ��� ���
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∂ui

∂t
= −

∂fx
i

∂x
−

∂f y
i

∂y
, i = 1, . . . , m ������

�� ���������	��� ���� ������� �� x� y 	�� t ���
����

∂2ui

∂x∂t
= −

∂2fx
i

∂x∂x
−

∂2f y
i

∂y∂x
,

∂2ui

∂y∂t
= −

∂2fx
i

∂x∂y
−

∂2f y
i

∂y∂y
,

������
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∂2ui

∂t2
= −

∂2fx
i

∂x∂t
−

∂2f y
i

∂y∂t

= −
∂

∂x

m∑
l=1

∂fx
i

∂ul

∂ul

∂t
−

∂

∂y

m∑
l=1

∂f y
i

∂ul

∂ul

∂t

=
∂

∂x

m∑
l=1

∂fx
i

∂ul

[
∂fx

l

∂x
+

∂f y
l

∂y

]
+

∂

∂y

m∑
l=1

∂f y
i

∂ul

[
∂fx

l

∂x
+

∂f y
l

∂y

]

=
m∑
l=1

∂fx
i

∂ul

(
∂2fx

l

∂x2
+

∂2f y
l

∂y∂x

)
+

m∑
l=1

m∑
p=1

∂2fx
i

∂ul∂up

∂ul

∂x

(
∂fx

l

∂x
+

∂f y
l

∂y

)

+
m∑
l=1

∂f y
i

∂ul

(
∂2fx

l

∂x∂y
+

∂2f y
l

∂y2

)
+
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∂2f y
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∂ul
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(
∂fx

l

∂x
+

∂f y
l

∂y

)
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∂3ui

∂x2∂t
= −

∂3fx
i

∂x3
−

∂3f y
i

∂x2∂y
,

∂3ui

∂y2∂t
= −

∂3fx
i

∂y2∂x
−

∂3f y
i

∂y3
,

∂3ui

∂x∂y∂t
= −

∂3fx
i

∂x2∂y
−

∂3f y
i

∂x∂y2
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=
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∂fx
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∂ul
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l

∂x∂x∂Ψ
+

∂3f y
l

∂y∂x∂Ψ

)
+
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m∑
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∂2fx
i

∂ul∂up

∂up

∂Ψ

(
∂2fx

l

∂x∂x
+

∂2f y
l

∂y∂x

)
+

m∑
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m∑
p=1

∂2fx
i

∂ul∂up

⎡
⎣∂ul

∂x

(
∂2fx

l

∂x∂Ψ
+

∂2f y
l

∂y∂Ψ

)
+

∂2ul

∂x∂Ψ

(
∂fx

l

∂x
+

∂f y
l

∂y

)⎤⎦+
m∑
l=1

m∑
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m∑
q=1

∂3fx
i

∂ul∂up∂uq

∂ul

∂x

∂uq

∂Ψ

(
∂fx

l

∂x
+

∂f y
l

∂y

)
+

m∑
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∂f y
i

∂ul

(
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l

∂x∂y∂Ψ
+

∂3f y
l

∂y∂y∂Ψ

)
+

m∑
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m∑
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∂2f y
i

∂ul∂up

∂up

∂Ψ

(
∂2fx

l

∂x∂y
+

∂2f y
l

∂y∂y

)
+

m∑
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m∑
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∂2f y
i

∂ul∂up

⎡
⎣∂ul

∂y

(
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l

∂x∂Ψ
+

∂2f y
l

∂y∂Ψ

)
+
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∂y∂Ψ

(
∂fx

l

∂x
+

∂f y
l

∂y

)⎤⎦+
m∑
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m∑
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m∑
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∂3f y
i

∂ul∂up∂uq

∂ul

∂y

∂uq

∂Ψ

(
∂fx

l

∂x
+

∂f y
l

∂y
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∂3ui

∂3t
=−

∂

∂t2

(
∂fx

i

∂x
+

∂f y
i

∂y

)

=−
∂3fx

i

∂x∂t2
−

∂3f y
i

∂y∂t2
.
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������� ��������� ����� �����  �� �� ��� ����!	" ��� �����	 �� �������� ���

∂3ui

∂3t
=−

m∑
l=1

∂fx
i

∂ul

∂3ul

∂x∂t2︸ ︷︷ ︸
���������Ψ=x

−
∂f y

i

∂ul

∂3ul

∂y∂t2︸ ︷︷ ︸
���������Ψ=y

−
m∑
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m∑
p=1

∂2fx
i

∂ul∂up

⎛
⎜⎜⎜⎝2
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∂x∂t︸ ︷︷ ︸
�������	�
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∂t︸︷︷︸
���������

+
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∂t2︸︷︷︸
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�

∂up

∂x

⎞
⎟⎟⎟⎠

−
m∑
l=1

m∑
p=1

∂2f y
i

∂ul∂up

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝2
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∂y∂t︸ ︷︷ ︸
�������	�

∂up

∂t︸︷︷︸
���������

+
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∂t2︸︷︷︸
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�
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∂y

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

−

m∑
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m∑
p=1

m∑
q=1

(
∂3fx

i

∂ul∂up∂uq

∂ul

∂x
+

∂3f y
i

∂ul∂up∂uq

∂ul

∂y

)
∂up

∂t

∂uq

∂t︸ ︷︷ ︸
���������
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��� ����� �� ��������� �� ��� ����� ����

��� �� ������ �� ��� ��������� ���� ���������� ���������� ������� ���� ��������

$� �������" ��� �������� ��������� ����� ���� ��� �������� ���� ��������� ���

#&



���� ���� ��	 
������� 
����

∂Cui

∂xI∂yJ∂tK
= −

∂Cfx
i

∂xI+1∂yJ∂tK−1
−

∂Cf y
i

∂xI∂yJ+1∂tK−1
, ������

��	�	 C = I+J+K� K = 1, 2, . . . , N � J = 0, 1, . . . , N−K� ��� I = 0, 1, . . . , N−K−

J � ��	 ����	���	 ������	 ����	 �� �	������	 ��� �� 	��	�����	 �� ���	� �	�������	�

�
 ui�

�� �	���� ��� �	������ ��� ������� �	�������	� �
 fx,y
i ��	 	���	��	� �� 
��������

�
 ��	 ����	��	� �������	� ��� ��� ������� ��� �	������ �	�������	�� �����	� ���	 ���

�	������ �	�������	� �
 ��	 ����	��	� �������	� ��	 	������� 
�������� �
 ��	 ����	��	�

�������	� ��� ��� ������� �	�������	�� ���� �� ����	�	� � ���� ��� ��	 ����������

	!������� �	���	� 
��� ��	 ������� ���	� 	!������� �� ����� �� "!�� ���#$%������

���� ��	 ����� ���	 ��� ��	 &������� ������	� �� ����� �� "!�� ���#�%��#��� '� �

�	����� �
 ���� 
���������� ��	 ������ ��(����� �
 � ���%���	������� 
�����%���	�

)"*" ���	�	 ��	 	���� �	�	����	� ��� ����� �� ����	 ��#�

����	 ��#� +����� ��(����� �
 ��	 ���%���	�������� 
�����%���	� )"*" �	�����

"�	� �	�������	 �������	� ,�� �	�������	 �������	�
(ui)

n
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n
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n
j
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n
j (ui,xxx)

n
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n
j

(ui,xy)
n
j (ui,xyx)

n
j (ui,xyy)

n
j
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n
j (ui,yxx)

n
j (ui,yxy)

n
j

(ui,yy)
n
j (ui,yyx)

n
j (ui,yyy)

n
j
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����� �	�� ������	�� ��� ������ �� �����
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 ��� ��� �	

������� ��� �
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� ����	�� (ui)
n
j �� ��� �	���	� �	���� ��� �	 ��� �����
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�	��	���� �� ��� ���	
 ��
��� ��� �����
���	� 	��
 ��� ��� �� �	
� �	��� ����

��� 	
����� ���	��!	
��
 ��"� ����	��

�� ��� #		���� ��������	�� ��� �
������� ��� ��� ��� �	���	� �	��� �× ��

��	�� �� $���� ��% ��� ��& �� '� ����� ��� �����
���	� 	��
 ��� ��� ���	������

���� �	��� 3× ������� ��� #		���� ��
�� �����( ��� ��� �����!���� )� ��
	��� ���

�� ���� ��
#���� 	# ��� ���� ���� ��� )� ��
	��� ��� '	��	� ��
#��� 	# ��� ����

��� ����� ��� )� ��
	��� ��� �	� ��
#��� 	# ��� ���� ��� )� ��
	��� ��� ���� ���

'	��	� ��
#���� �
� �������� #
	� ��� ��	�� ����� �� ��� �
���	�� ���� ���� ��

��� �����'	
��� ���� $	
 � ���� �� $��� ���%� ���� �������� �� � ��� �	���	��

�� 1′×� 5′×� 7′× �
� ���� �	 ������� ��� )� ��
	��� ��� '	��	� ��� ���� ��
#�����

��� ��	��
	��� ���'	 ���	��� ��� �
���	�� ���� ���� ��� ��� ���'	 × ���	��� ���

�	���	� �	���� *	�� ���� �	��� 1′× �� ��+�
��� #
	� �	��� 1′� ,	��� 1′× �� ��� ����
	��

	# ��� �� ��	�� ��
#��� ��� �	��� 1′ �� ��� ����
	�� 	# ��� �
������ ��� �������	�

#	
 )� �� ��
	��� ���� ��� '	��	� ��
#���� �
� � ������ ��� )� ��
	��� ��� �	�

��
#��� �� � #�����	� 	# ��� �	���	�� �� ��� ��� ���� ���� ���� ��	��� ��� )� 

��
	��� ��� �	� ��
#��� ���� ��� ��

��� �	���	� ��� �����!���� �����
���	� 
������

� ����� �� 	�� �� ��� ����	��� �
� �������� �� ��� �	

��� 	
��
�
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����� �����	
��	���� �	�� ��������	��

��� ���� �����	
 �� ��� ����������� ���� ������ 	� 	����	��
 �� ��� ������������

���� ������ ����� �	��� ����� ����� ��� �	��  
��� ������� �����	���� �	�� ���

��
�	��  �	�� �� (x1× , y1×, t
n−1/2)�

1′

2′
4′

1

2
4

��

��

��

��

��

��

× 1x

t
y

�	��� ���! ��� "���	��
 �	�� ������� �� ��� ��� �����	���� �	��  �	�� 3×

�

��� � ��	���
�� ����# ����� ��� �	$ "���	��
 ������� �� �  ��� �� ��� ��� �����

�	���� �	�� ��� ��
�	��  �	�� 3× 
������ �� (x3× , y3×, t
n)� ����� �	�� ������� ���

��� �$���	�� ����� �� ��� ��$�����
 %�$ ����� 	� �	�� ���&%�� '� � �	�� ������# ���

 ��(
�� �� ui, f
x
i ��� f y

i ��� �����	%�� %) � ��)
�� ���	�� �$ ���	�� �	�� ��� ��� �� ���

������ ���	�� ��
�	��  �	���# 	���#  �	�� 1′×# 5′× ��� 7′× 
������ �� (x1′× , y1′×, t
n−1)#

(x5′× , y5′×, t
n−1)# ��� (x7′× , y7′×, t

n−1)# ��� ���	"�
)�

��



����� �� ���	 
�	�� ��� ��������� ��� ����������� ������� � 1′2′21 ��� � 1′4′41

��� ����������	 ��� ����������� �� ��� ���� ������� � 1′2′21 �� ����� ��� ������ ������

��������� ���� ������� �� ����� 1′× ������� �� (x1′× , y1′×, t
n−1/2) �� ���� �� ������

������ ��� ���������	 �� ������� ��� ������� �������� (x1′× , y1′×) ���� ��� ��������

���� (x1′ , y1′)	 ����� ��� ��� ������ �� ��� ������ ������ ������������ ��� !���� ���

����������	 ���� ��� ������ ������ �� ���������� �"�� ��� ���� ������� � 1′2′21 �� #��

��� !�� ������� ��� �������	

��� ���������� !�� ������� ��� ���� ������� � 1′2′21 �� ��������� ��

(Fi)1′2′21 =

∫∫
1′2′21

hi · ndσ 
�	$%�

����� ��� ���� ������ "����� n �������� ������� �� &&' �� ��� ���� ������� � 1′2′21

��

n =
[(y2′ − y1′),−(x2′ − x1′), 0]√
(x2′ − x1′)2 + (y2′ − y1′)2

.

��� ��� ��(�������� ���� ��� ��� ����������� ��

dσ = dsdt,

ds = dα
√
(x2′ − x1′)2 + (y2′ − y1′)2,

dt = (Δt/2)dβ.

)*



� ������ �	
	����
 α � 
��
����� ��	��	� �����	������ �� ������� ���	��� ���

�
������ � ��� ���� �	�� � 1′2′21 � ��� ��	��	� ��	�� �� ��� ���� ������� 12�

����� �� ����� ��������� ��� ������ �� 
��
����� 	� 

(Fi)1′2′21 =
Δt

2

∫∫ 1

α,β=0

[
(y2′ − y1′)(f

x
i )

∗ − (x2′ − x1′)(f
y
i )

∗
]
dαdβ. ������

!�� �	����	��� �� ��� ������ ������� � ��� "��� #	���� � 	�� ��� ��
�#	��#�� �

fx,y
i 	� ���� 1′× �� ��� �
�#��� ���� ����� !�
��� ��� !	��
 ��
��� �$�	����% ���

#	��� � fx,y
i 	� (x, y) � ��� ���� ��
�	�� � 1′2′21 �� �$�
����� 	�

(
fx,y
i

)∗
=

A∑
a=0

A−a∑
b=0

A−a−b∑
c=0

(
∂a+b+cfx,y

i

∂xa∂yb∂tc

)n−1/2

1′×

(x− x1′×)
a (y − y1′×)

b
(
t− tn−1/2

)c
a!b!c!

.

������

!�� ����
��
��� ∗ ������ ��� ����
���&�� #	
�	����� !�� ��
�#	��#�� � ��� '�$ ����(

���% ����% ��� ��)������ � ��� ������	�% 	
� ��
�� 	� ��� ������ ���� 1′×

��	��� 	� (x1′× , y1′× , t
n−1/2)� !���% ��� ������� �	
	���
�� 
��	���� 	
� ����
	���

�
 ��� ������ 

x = α(x2′ − x1′) + x1′ ,

y = α(y2′ − y1′) + y1′,

t− tn−1/2 = β
Δt

2
,

*+



����� 0 ≤ α ≤ 1� ��� 0 ≤ β ≤ 1	 
��� ���� �� ��� ���������

x,y∑
xi

N∑
a=0

N−a∑
b=0

N−
a−b∑
c=0

∂a+b+cfxi

i

∂xa∂yb∂tc
N

(2)

xi

a!b!(c + 1)!

(
Δt

2

)c+1

∫ 1

0

[
(x2′ − x1′)α + x1′ − x1×

]a [
(y2′ − y1′)α + y1′ − y1×

]b
dα,

��	���

��� ���� ��������� ��	 ��	��� �� ���������� �� ���	 ��	����(x1,x2,xj,Δt, fxi

i )	 ��������

�	�� �� ����� ���������� �� ���� �� ������ ��� ��� �� � �� ����  ��� �!!�������

���� �� "#
$#%	 $����� ���� ��� � ��� �� !� ������������ ���� ��� �����  ���&��

�� !��'��� � ������������ ��������� ��� � ���(�� ������� ������ ����� ������� 	 
�

����� �� Δxi = xi− xj� Δyi = yi− yj ��� i = 1, 2	 )��� ���� ��&������ ��� ������� ��

��	 ��	��� ���� ��

L2s
a,b =

∫ 1

0

2∏
j=1

[
ΔΨj

2α +ΔΨj
1 (1− α)

]ωj

dα,

����� Ψ = {x, y} ��� ω = {a, b}	 )��� a = 1 ��� b = 0 ��� ����������� ��

L2s
1,0,0 =

1

2

2∑
i=1

Δxi.

)��� a = b = 1

L2s
1,1 =

1

6

⎡
⎣ 2∑

i=1

(ΔxiΔyi) +

2∑
i=1

Δxi

2∑
i=1

Δyi

⎤
⎦ .

*+



���� a = 2 ��� b = 1

L2s
2,1 =

1

12

[ 2∑
i=1

Δxi

2∑
i=1

Δyi

2∑
i=1

Δxi + 2

2∑
i=1

(ΔxiΔyiΔxi) +

2∑
i=1

(ΔxiΔyi)
2∑

i=1

Δxi +
2∑

i=1

(ΔxiΔxi)
2∑

i=1

Δyi +
2∑

i=1

(ΔyiΔxi)
2∑

i=1

Δxi

]
.

��	�� 
���� 
���� ������� �
 �� �������� 
� ������ ����	� ��� �
��� ��
������ �� �

���
������� ������� ��� ������� 
� ��
��� 
�� ������
��� �� L2s
2,0� a = 2, b = 0�

��� ��� ����
�
�
� Δxi �� Δyi �� 
�� ������
��� �� L2s
1,1 �����
��� ��

L2s
1,1 =

1

6

⎡
⎣ 2∑

i=1

(ΔxiΔxi) +
2∑

i=1

Δxi

2∑
i=1

Δxi

⎤
⎦ =

1

6

⎡
⎢⎣ 2∑

i=1

(Δxi)
2 +

⎛
⎝ 2∑

i=1

Δxi

⎞
⎠2
⎤
⎥⎦ .

��� �������
��� � ����� 
������ 
�� �
��� ���� ������� �� ������� 
� 
��
 �����

�� � � !"�##$� ��� � 
��������� ���� 
�� ��� 
������ ��� ��� ���� ������� � 
�� %%�

�������
�� ��
� 
�� ����
��� ����
 3× ����
�� �
 (x3× , y3×, t
n) �� ������� �������
��&

(Fi)���� =(Fi)1′2′21 + (Fi)1′4′41 + (Fi)5′2′25+

(Fi)5′6′65 + (Fi)7′4′47 + (Fi)7′6′67.

!"�#'$

����� �����	
��	���� �����
 ��� ��� ��������	��

�� ������� 
�� �������
��� � 
�� ��� 
������ 
�� ��

�� ������ � 
�� %%� ���

��
�� �
 
�� 
��� �
�� n − 1/2 �� ������
��� ��� � 
��������� ���� 
�� ��

��

������ �� � ������� ��(��� �� 
�� 	��
����& 1′2′5′6′7′4′ ���
�� �� ���� !"�#�$� ����

)*



������� �	 
���
�
 ���� ����  ���	� � 1′2′3′4′� � 5′6′3′2′� ��
 � 7′4′3′6′� ��� ���

������� � 1′2′3′4′� �	 ���������
 ��	�
 �� ��� 	�������	 	����
 �� ����� 1′× ������


�� (x1′× , y1′×, t
n−1/2)� ��� ��� ������� � 5′6′3′2′� �	 ���������
 ��	�
 �� ��� 	����

����	 	����
 �� ����� 5′× ������
 �� (x5′× , y5′×, t
n−1/2)� ��� ��� ������� � 7′4′3′6′� �	

���������
 ��	�
 �� ��� 	�������	 	����
 �� ����� 7′× ������
 �� (x7′× , y7′×, t
n−1/2)�

��

��

×

×

��

1′
2′

3′4′

I

II

1′×

x

y

��� ������ �	
���

��

��

×

��

1

2

3×4

x

y

��� ��� �	
���

������ ��� � ���� � ��� �����! ��
 ��� ��� 	�� ���	 � ��� ����

�� ������
 ��� "��
��������� � 1′2′3′4′� 	��#� �� ���� $���%� �	 	���� ���� �#� ����

�����	 Δ1′3′4′ ��
 Δ1′2′3′ �� ��
�� ��  ��������� ��� ������������ &���� ��� �����
���	

'(



�� ���������	
 ��� �� �����
� ���� �� ��� ����	
��� �� ��� ����� �������������� ���

���	������ �	�� ��� ���������� �� �	��
�����	 ���� Δ1′3′4′ �� ����	�

(Fi)1′3′4′ =

∫∫
1′3′4′

hi · ndσ ����� 

!���� ��� �	�� 	����� ������ ���	��	
 ������� �� ��� ""# �	 ��� $����� ������� ��

��� ""# �� n = (0, 0,−1)� %���� $� ��� ����	�����	 �� n �	� ��� ��&	����	 �� hi�

#�� ����� $������

(Fi)1′3′4′ = −

∫∫
1′2′3′4′

(ui)
∗dσ ����' 

����� (ui)
∗ �� ��� ��������(�� ui ���&�� ���� Δ1′3′4′ $� ���	
 ��� ����������� )�����

�������

(ui)
∗ =

A∑
a=0

A−a∑
b=0

1

a!b!

(
∂a+bui

∂xa∂yb

)n−1/2

1′×

(x− x1′×)
a (y − y1′×)

b ����* 

)�� �������� ����������� ��� 	�� 	����� �	 ���� )����� ������ $������ ��� ���	�� �	

Δ1′3′4′ ��� �� ��� ���� ���� ����� t = tn−1/2�

+�� ����������	�� �,���	��� ��� �	��
��� �� �	���������� ������� $� ������	
 ���

����	��� ���	���������	 �� ���	����� Δ1′3′4′ �	�� � ��
�� ����	
��� -�� ��� 	�� ���

����	���� $� (ξ, η)� )�� ������	��� ���	���������	 ���� (x, y) �� (ξ, η) �� ���� ����

�� ���	� 3′� (ξ, η) = (1, 0)� �� ���	� 1′� (ξ, η) = (0, 0)� �	� �� ���	� 4′� (ξ, η) = (0, 1)�

..



����� ��� ��	
����	���
 ���	���
 ��

⎛
⎜⎜⎜⎝

x− x1′

y − y1′

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

x3′ − x1′ x4′ − x1′

y3′ − y1′ y4′ − y1′

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎝

ξ

η

⎞
⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

xξ xη

yξ yη

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎝

ξ

η

⎞
⎟⎟⎟⎠

= J

⎛
⎜⎜⎜⎝

ξ

η

⎞
⎟⎟⎟⎠

������

����� 0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ η ≤ 1 − ξ, xξ = x3′ − x1′ � xη = x4′ − x1′ � yξ = y3′ − y1′ �

yη = y4′ − y1′� J �� ��� �	����	
 	���� �� ��� ������
	�� ��	
����	���
� x 	
� y �


��� ������ �	
 
�� �� ��������� �
 ���� �� ξ� η ��	�

⎛
⎜⎜⎜⎝

x− x1′×

y − y1′×

⎞
⎟⎟⎟⎠ = J

⎛
⎜⎜⎜⎝

ξ

η

⎞
⎟⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1′ − x1′×

y1′ − y1′×

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

 ��
� 1′× �� ��� ��!����
 ���
�� ����� ��� �	"!�� ������ �� ���	
��� ����  ��
� 1′ �


��� ����� �	
� �� ��� ������ �� ��� ���	
#!� Δ1′3′4′� $
 #�
��	!� ���
� 1′ 
= ���
� 1′×�

��� ������
	
� �� ��� �	����	
 	���� J ��

det(J) = = xξyη − yηxξ

= (x3′ − x1′)(y4′ − y1′)− (x4′ − x1′)(y3′ − y1′).

%&&



��� �����	
� ���	� �� det(J) � 
��� 
�� ��� �� 
�� 
������ Δ1′3′4′�

���� �� 
�� �������
� 
���������
�� ��� ��� ������ 
�� � ���!
�� "	# �����

� ��� ����$� � �# ������ ��

(Fi)1′3′4′ =−
A∑

a=0

A−a∑
b=0

1

a!b!

(
∂a+bui

∂xa∂yb

)n−1/2

1′×

det(J)

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(
xξξ + xηη +Δx1×

)a (
yξξ + yηη +Δy1×

)b
dξdη.

����%�

����� Δx1× = x1′ − x1′× ��� Δy1× = y1′ − y1′× � &�� ���� �� ��������� ��� ����%�

� �# ������ �� '��� ����%�((x1,x2,x3,xj, ujcl)� ��� �
����� �� 
��  �������� �

��� ����%� ��� ��� ������
��� �� a ��� b ��� ������ ������� )� 
��  �����
 �
	�� �

������� ��
����
��  ��*��� � 	��� 
� �
����
� ��� ����%��

)� 
�� ��	�
��� 
��
 ������ � ��� �����
 �
������ ��� 
�� �
����� � ��� �+�,-�

��� �� ����	�
��� ��� �
������  ������ ��� ��� 
��
 ��� ���	��� �� � ��	�
�!�����

� ���!
�� �
����
��  �����	��� �� �
��
 ��
 Δxi = xi − xj×. Δyi = yi − yj×.

��� i = 1, 2, 3� /�
� 
��
 
�� ���	�� �� i ��� ��
 ����
�� 
� 
��  ��
� {1, 2, 3} �

&�� ���,�� )��
��� 
��� �� �����
 
�� 
���� ���
��� �� � 
����	��� �	������ 0
�


���� ��1�
��� ��� �+�,-� � ����

�� ��2

L2bt
a,b,c =

∫ 1

0

∫ 1−ηk

0

2∏
j=1

[
ΔΨj

2ηk +ΔΨj
3ξk +ΔΨj

1 (1− ηk − ξk)
]ωj

dξkdηk,

����� Ψ = {x, y} ��� ω = {a, b}� 0��� a = 1 ��� b = 0 
�� �
����� � ����	�
��

,%,



��

L2bt
1,0,0 =

1

6

3∑
i=1

Δxi.

���� a = b = 1

L2bt
1,1,0 =

1

24

⎡
⎣ 3∑

i=1

(ΔxiΔyi) +

3∑
i=1

Δxi

3∑
i=1

Δyi

⎤
⎦ .

���� a = 2 ��� b = 1

L2bt
2,1 =

1

60

[ 3∑
i=1

Δxi

3∑
i=1

Δyi

3∑
i=1

Δxi + 2

3∑
i=1

(ΔxiΔyiΔxi) +

3∑
i=1

(ΔxiΔyi)
3∑

i=1

Δxi +
3∑

i=1

(ΔxiΔxi)
3∑

i=1

Δyi +
3∑

i=1

(ΔyiΔxi)
3∑

i=1

Δxi

]
.

�� 	
�� ��� �	��
����
���� �
�� ���� ���
���
�� ��� ����� 
�������� ����
��� ��� �

����������� ������ ��� ���
�� ����
��� ������� �����
���
��� ��� ������� L2bt
2,0 
�

����
��� �� �����
���
�� Δxi ��� Δyi 
� ��� ��������
�� �� L
2bt
1,1�

��� ����� ������� Δ1′2′3′ �� 	��� �� ������� ��� ����� ��� ��
������ 
� �����


�������� �����
���� 	
�� ��
��� 5′ ��� 7′ ��� ���������� 
� � �
�
��� ������� ���� ���

������
�� ��� ������� ��� 	���� ������ ������� �� ��� �� �����
���� 	
�� ��
��

!"#



3× �� ��������� ��

(Fi)��� =(Fi)Δ1′3′4′ + (Fi)Δ1′2′3′+

(Fi)Δ5′6′3′ + (Fi)Δ5′3′2′+

(Fi)Δ7′3′6′ + (Fi)Δ7′4′3′ .

	
�
�

��� ����������� �� ��� ���������� ��� ������� ��� ��� ������� �� ��� ��� �����

������ ���� ����� 3× �� ������� �� ��� ��� ����������� ������� ��� ������ ������� ��

��� ���� ��� ���� �� ������ �� ���� ����� �� ���� ��� �������� �����! 3×! ��� ���

�� ��� ��� ������� ����� ��� ����������� �� ��� ��� ������� ��� ������ ������� ����

��� ��� ��������� �� ����� �������� ������! ����! ������ 1′×, 5′×! ��� 7′×� �� �������!

��� ��������� ���� �� ��� ��� ������� �� ��� ��� �� ��"���� ���� ����� #�������������$

�1234,�5632, ��� �7436� ���� ���� #������������ �� ������� ��"���� ���� ��� ������

����$ �1234 = Δ341+Δ312! �5632 = Δ328+Δ356! ��� �7436 = Δ367+Δ374� %�

����! ��� ����������� �� ��� ��� ������� ��� ��� ������� �� ��� ��� �� ��"���� ����

��� ��� ������� ��� ���������� &� ���� �������! ��� ����������� �� ��� ������� Δ134

�� ������������

(Fi)Δ134 =

∫∫
Δ134

hi · ndR 	
�
'

����� n = (0, 0, 1)! ��� hi · n = ui� �� �������! ��� ����������� ��� ��������� ����

�(




(x, y) �� (ξ, η) ��� ����

(Fi)134 =

∫
ξ,η

(ui)
∗ det(J)dξdη

=

A∑
a=0

A−a∑
b=0

1

a!b!

(
∂a+bui

∂xa∂yb

)n

3×

det(J)

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(
ξxξ + ηxη +Δx3

)a (
ξyξ + ηyη +Δy3

)b
dηdξ.

	
�

�

���� Δx3 = x3 − x3× ��� Δy3 = y3 − y3× ��� A �� ��� ����� �� ��� �����������

A = 3 ��� � ������������ ���� ������� ����� ���� �������� ��� �� �������� �� ����� ��

�� ���������� �� ������� �� �� !��� 	
�

�"	x1,x2,x3,xj, uicl)� ������� �� ��� ������

�������� ��� ����� #�� �����$� ��� ��� ������� ��

(Fi)��� =(Fi)134 + (Fi)123+

(Fi)563 + (Fi)532+

(Fi)736 + (Fi)743.

	
�
%�

�������� 	
�
%� �� �� �������� �������� �� ��� ��������� �������� ui ��� ��� �������

����������� ������ �� ����� 3×� &�� ��� ����������� ��� ��������� �� '���� 
× ��� ���

����� ������� �� ��� ����$������ �� ���� �� ��� 	
�

�� &� � ������� ��� ����$������

�� ��� 	
�

� �� ������� �������� �� ���� ���� $�������� (�� �)������ ���� ������

������ ��� ���� �� ������ ��� ������ ���� *� �� ������� ���� ���� �������� ���� ���

�� ��� ��+���� ��� ��� ������� ���� ���� ��� �������� �� ���� ���������� ,�� ��

��� ��-������ �� ��� �� ��� ����$��� ��� -��� ����������� ��� ����� .�� ������ �� ���

/0%



���� �����	���� 	�� 
�
���� ��� �
����	� ���� ��� �
���� �� �� ���� ����������� ��

��� �����	����� 	�� �������
�� �
 ��� ������� ����� 	�� ����� �	���� ������ �������
��

���� �	�� ���
 �	����	��� ���� �	��
� ��� ��	������� �
����	���
 ��������� � �������

���� ����	���
 �� ���
���	� �� ��	� �
 ��� �����
	� ����
������� ��!� ������� ���

�
	� ���� ��"����� �����
� ��� ���� 	�� ����	��� 	
� �����
� ��� (ui)3× ������� ����

�"�	���
 	
 � ������ ������	���
 �� �������� ��� ��
������ �	��	���� �� ������	����

(ui)3× =
−1

A���

[
(Fi)���� + (Fi)��	 + (Fi)	�


]
#$�$%&

����� (Fi)	�
 ��
���� ��� �	�� �� ��� ��	������� '� �
 �"� #$�$(&) ����� �� �	����	���

���� ��� �
��
 ����
�) �����) 	
� ����� ������ �����	����� �� ui ������ 	� ���
� $×�

����� ������	
������ ��
� �
������
 �
�	�

���� ������ �� 	��� ���� �� �	����	�� ��� ���
 �����	����� �� ��� ��
������ �	��	�����

!�
�� ���� ��������� �� �	���� � �	
��� �� ����� 	
� ���
 �����	����� ��� 	
� �����

������) ��� ����
� �����	����� �
 ��� �����
� �� 	 ������������ ������ ���� �� ����

	� 	
 � 	����� ��� � 	���� �
 	 ������������ ������ ��� ����
� �����	����� ������

�
 �	��� $�* ����� 	��� �� �	����	��� ���
� ��� ��	������� �
����	���
 ����������

����
��	���) ��� �
����	���
 ��������� �� 	������ ���� ����� �� ����� ���+ (ui,xx)
n
j )

(ui,xy)
n
j ) (ui,yx)

n
j ) (ui,yy)

n
j ) 	� 	�� ��� �������
 ���
�� �
 ��� 
�� ���� ������

*,%



�� �������� 	
� ����� �� ���� ���� ���� ��� ��������� ��������������� �
��������

∇ · hi,xx = 0, ∇ · hi,xy = 0,

∇ · hi,yy = 0, ∇ · hi,yx = 0.

����

�����

hi,xx = (fx
i,xx, f

y
i,xx, ui,xx), hi,xy = (fx

i,xy, f
y
i,xy, ui,xy),

hi,yy = (fx
i,yy, f

y
i,yy, ui,yy), hi,yx = (fx

i,yx, f
y
i,yx, ui,yx)

����

��� ��� ���������� �������� � !�" �������� #� ������ $� ����� ���� $��� hi,xy ���

hi,yx ������ �� 	
� ���� $������
∂2u
∂x∂y

��� ∂2u
∂y∂x

��� ������� �� ��� �������� �����$����

%���� $& ��� '���� ������ �� ��� �������� �������� �������� � �� ���� ���

�$��� ��(�������� �
������� ��� ������ ���� ��� ��������� �������� �
��������

∮
hi,xx · ds = 0,

∮
hi,xy · ds = 0,∮

hi,yy · ds = 0,

∮
hi,yx · ds = 0

��)�

��� �������� � ����������� ��������� �� ������� ���� �� �� �� ������� !�" ������������

�� hi,xx� hi,xy� hi,yy� ��� hi,yx� #� ��� �����"� �� � ������������� ����� ���� � ���� ��

�*�



��� ������ ��	
���
��� 
� ��	����� �� � �	����	��	 �����	 ��	
���

u∗
i,xx = ui,xx + ui,xxxΔx+ ui,xxyΔy + ui,xxtΔt

u∗
i,xy = ui,xy + ui,xyxΔx+ ui,xyyΔy + ui,xytΔt

u∗
i,yx = ui,yx + ui,yxxΔx+ ui,yxyΔy + ui,yxtΔt

u∗
i,yy = ui,yy + ui,yyxΔx+ ui,yyyΔy + ui,yytΔt

������

��� �����
���� ���� �	� ���� ��	����� �� � �	����	��	 �����	 ��	
���

(fx,y
i,xx)

∗ = fx,y
i,xx + fx,y

i,xxxΔx+ fx,y
i,xxyΔy + fx,y

i,xxtΔt

(fx,y
i,xy)

∗ = fx,y
i,xy + fx,y

i,xyxΔx+ fx,y
i,xyyΔy + fx,y

i,xytΔt

(fx,y
i,yx)

∗ = fx,y
i,yx + fx,y

i,yxxΔx+ fx,y
i,yxyΔy + fx,y

i,yxtΔt

(fx,y
i,yy)

∗ = fx,y
i,yy + fx,y

i,yyxΔx+ fx,y
i,yyyΔy + fx,y

i,yytΔt

������

�
��� ����� �	� �
���	 �����
��� ��� �������
 � 
���!	��
�� �	�����	� 
� ���	��


����
��� �� �	
!
��� ��������	��	 ���� � ��������� "� #��! ��� $���!%&�'� (�	�

���	 �	�) *��� �����
�! ����� �����
��� �� ��� ��� ��	+��� �� ��	
��� 
� ����
�� ����,

��� ���� ����-�	� 
���!	��
�� ��	 
� ��� ������ ��	
���
���� ��
�  ���� ���� ��� 	��

����
�! 
���!	��
�� ��� ���� ��� ��.��*� ��� 
� ������ ���
�
���� /� �� �� ��� ���

	�����
�! 
���!	��
�� +�	 ���� ��	+��� 
� �	��
��� +�	 hi,xx� �� "�!
� 0�� ���,�� ��.��

1�2



�� ��� ����

(Fi,xx)1′2′21 =

x,y∑
xi

N
(2)

xi

Δt

2

(
f ′xi

i,xxx

∫ 1

0

[
(x2′ − x1′)α+ x1′ − x1×

]
dα+

f ′xi

i,xxy

∫ 1

0

[
(y2′ − y1′)α + y1′ − y1×

]
dα+

0.5f ′xi

i,xxy

Δt

2
+ f ′xi

i,xx

)
	
���

(Fi,xx)1′3′4′ = − det(J)

(
0.5u′

i,xx+

u′
i,xxx

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(
xξξ + xηη +Δx1×

)
dξdη+

u′
i,xxy

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(
yξξ + yηη +Δy1×

)
dξdη

)
.

	
����

(Fi,xx)1′3′4′ = det(J)

(
0.5ui,xx+

ui,xxx

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(
xξξ + xηη +Δx1×

)
dξdη+

ui,xxy

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

(
yξξ + yηη +Δy1×

)
dξdη

)
.

	
��
�

���� ��� ��� �� ������ ���� ��� �������� �� �������� �� �������� ui,xx �� ��������

��� ��� ��� ����

(ui)3× =
−1

A���

[
(Fi)���� + (Fi)��	

]
, 	
����

� 



�� ������ 	
 ���
� ���� ��
 (Fi)��� � �	�
�� ���� ��� ������� ���� �
��� ���� ��



�������� �� ui,xx � �����
�
�� 
������ ��� ���
 ����
���
 � �������
� ��� ui,xy�

ui,yx� ��� ui,yy� ��� ���
 ����
���
 � 
���� ����
� �� ��� � �
� �
�����
��

��� �����	
��	���� ������� �	������	�� ���������

�� ��� �
���� ��
 �
����� �!
�
��� ����
���
 ��
� �� "�� ��
 ��� �
�����
� ��

��
 �
� ��
 ��
� � ��������
�� ��
�
 ��
 ��� ������ �
����� �� ��������
 ��
 ���

�
�����
�� ��
 #$% ��
����
 c − τ ���
�
&'(� )*+ ��� ��
 
� 
,	��
� �
�����


��-.� ���
�
 &��+� -��� �
���� ��
 � ����� �������� ���� �!
�� � ��� ��
�

�
�
���
 ��
 �������� �� 
������
 ��
 ������ �
�
� 
������� ��� ��� �
���� �

���� ��� ��� ��	�
������ ��
 "��� �
��
� �� ��	����� ���
� c − τ ���
�
� ��


�
���� �
��
� ��
 ��	����� ���
� �-. ���
�
� -��� �� ��
�
 �
����� 	
 � 	�

�
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����� ����	
���
��� c− τ ������

��
 c − τ ���
�
&)*+ � �� 
��
���� �� ��
 �� ��� c ���
�
 ������
� 	� 0�� 

��� #��� &'(+� ��
 �������� 	
��� ��
 �
�
����
�� �� ��
 c − τ ���
�
 ���

�� �
��
��
 ��
 �������� ���� ������
� ��
� ��
 #$% ���	
� �����
� 	
��� ≈

1�*� ��
 	��� ������
� �� ��� ���
�
 � �� ��2
 � ������ �
�
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������� ����
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�� ������� ���� �� � ������� �� ��
 �
� ��
 ��
�� 0�
� ��� ������
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������ �� ������� �	� �� �� �
����� ��� ���� �� ��� ����� ������ ��������� �����

�� 	������� ���  ������������ ���� ������ ��� ���� ����� 
�	�� � ���� ����

���� �� ui� ��� ���� ����
��
��� ui,x �� ui,y �� 	������� ������� ���� ���� ���


�	� �� u∗
i � ��� �������� ����� ���	��� �� ����� 	������ 
�	���  � ���������!

�	������ ����� ������ ��������� �� ����� ������  ������ �� �"	����� �� !�������

��� ����� ��� ��� 	������ 
�	�� �� �� ���	����� ��� ���� �� ���� �	��������
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7

+

+
+

��!	�� #�$% ��� �������� 	��� ��� ��� ��� ����
��
� ��τ �������

��� ���� ���� �� �� ��������� ��� ������� �� ��� ����� ������ �������� �������

1+� 5+ �� 7+� ����� �� ��!� &#�$'� ����� ������ �� ���	���� �������! �� ���

c− τ ������ ������� �� ���! �� (�! )*+,� -� ����� ���� τ ������� ������ ���

++.



��������� ����	 	�
���� 	� ����	��� ����	� 3×� �� 	� ��� ������ ���������� ���

������� ����	��� ��

xj+ = 0.5(x3× + xj) + 0.5(xj − x3×)CFL

��� 	� ��� ������ �� � 	� xj+ = xj ��� 
�� 	� ��� ������ �� ���� xj+ ��

����� 	� 	� ������� ����� �� xj+ ��� xj �  	 ����� �� ��	�� 	�	 	� ����	� 1+� 5+

��� 7+ ��� ����	�� �	 	� ��
 	��� �	���  � 	� �����
��� ������	���� 	� ����������	�

��� ��������	� ��	���� �� � ����!�	 ����	� 	� ����	���� ���� 
��� 	� "�#��� ������

��� �������� ��� 	� ���$����	� ��� �������	���

%��	� 	� "�#��� ������ �� �������� ���� 	� ����	��� ����	 3× �� 	� ��
 	���

����� 	� ����	� 1+� 5+� ��� 7+ �	 	� ���� 	��� �	��&

[
(ui)

n
j+

]n
3×

=

A∑
a=0

A−a∑
b=0

(
∂a+bui

∂xa∂yb

)n

3×

(
xj+ − x3×

)a (
yj+ − y3×

)b
a!b!

. '(�)*+


��� j = {1, 5, 7}� ��� A �� 	� ����� 	� 	� ����� �� 	� "�#��� ������ ����������

��� � ����	,����� �-.- ����� A = 3� .���� 	� "�#��� ������ �� -�� '(�)*+ ����

	� ������ �	 	� ��
 	��� �	�� 	��� ����� �� ������� ��!��
� ������ �� 	� /0.�

 � �������	��� 	�� �� ��	 	� ���� �� ���� �� 	� ������# ��������� ��� �������	�� ��

	� ������	 ������ ��� 	� ��!� �� 	� ������	��� �	 �� ������� 	�	 ��� �� 	� ������#

��!��
�� 
�	 	� �����	��� �� ui,x ��� ui,y ��� !��
��

%��	� ��	 [(ui)
n
j+]

n−1/2
j× �� 	� "�#��� ������ ��������� ���� j× �	 	� �������� ���

���



���� ����� t = tn−1/2� �� j+ 	� �
� ����� ���� ���� t = tn� �
�� j = {1, 5, 7}� �
��

�	��� ����� �� �������� 	��

[
(ui)

n
j+

]n−1/2

j×
=

A∑
a=0

A−a∑
b=0

A−a−b∑
c=0

(
∂a+b+cui

∂xa∂yb∂tc

)n− 1
2

j×

(
xj+ − xj×

)a (
yj+ − yj×

)b
a!b!c!

(
Δt

2

)c

������

����� ��� ��� ������ �� ���	� �� ��� ���� �� ����� [(ui)
n
j+]

n
3× = [(ui)

n
j+]

n−1/2

j× 	�� ��!�

�
� "�� ���!	��!�� �� �
� ��#� 
	�� ���� �# �
� ���	���� �� �����

(ui,x)
n
3×Δxj+ + (ui,y)

n
3×Δyj+

=
[
(ui)

n
j+

]n−1/2

j×
−

A∑
a=0

A−a∑
b=0

(
∂a+bui

∂xa∂yb

)n

3×

(
Δxj+

)a (
Δyj+

)b
a!b!

,

����$�

�
�� Δxj+ = xj+ − x3× � Δyj+ = yj+ − y3× 	�� (a, b) 
=
{
(1, 0), (0, 1)

}
� %������&

��� ����$� �� ������ {1, 5, 7} ������ �
�� 	�&��	�� ���	����� ���
 ��� ��'������

(ui,x)
n
3× 	�� (ui,y)

n
3×� �
� ���� ���� �� �� &��� �	�
 ��� �# ���	����� ���� �	���

����� (1, 5)� (1, 7)� � (5, 7)� (� &�����& �
��� ���	����� ��&��
� 	 ������ �# ����	

���	����� �� #����� )� ��	����� �� �
�����& ������ (1, 5) �
� #�������& ��� �������

**+



��������	 
�� ��� ������	 (ui,x)
n
3× ��� (ui,y)

n
3× �	 
������

⎡
⎢⎢⎢⎣
Δx1+ Δy1+

Δx5+ Δy5+

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣
(ui,x)

n
3×

(ui,y)
n
3×

⎤
⎥⎥⎥⎦

(1,5)

=

⎡
⎢⎢⎢⎣
[
(ui)

n
1+

]n−1/2

1×
−
∑A

a=0

∑A−a
b=0

(
∂a+bui

∂xa∂yb

)n
3×

(Δx1+)
a
(Δy1+)

b

a!b![
(ui)

n
5+

]n−1/2

5×
−
∑A

a=0

∑A−a
b=0

(
∂a+bui

∂xa∂yb

)n
3×

(Δx5+)
a
(Δy5+)

b

a!b!

⎤
⎥⎥⎥⎦

������

��	
	 (a, b) 
= (0, 1), (1, 0)� ��� � 
	�	��	� ��
 ��	 ���	
 ���
 ����� 
	��� �� ��	

��������� �����	 ������� �� (ui,x)
n
3× ��� (ui,y)

n
3× �

⎡
⎢⎢⎢⎣
(ui,x)

n
3×

(ui,y)
n
3×

⎤
⎥⎥⎥⎦
(1,7)

���

⎡
⎢⎢⎢⎣
(ui,x)

n
3×

(ui,y)
n
3×

⎤
⎥⎥⎥⎦
(5,7)
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� �	
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�����
��� ���� ���	� ��	 �	������� ��	�	 �

ux× =

∑N
r=1 ωru

(r)
x∑N

r=1 ωr

uy× =

∑N
r=1 ωru

(r)
y∑N

r=1 ωr

��	
	 N � ��	 ����	
 �� �����	 �������� ��	 ��	
�
��� (r) 
	�
		�� ��	 �� ��	

�����	 ������� ��� ω � ��	 �	���� ������	� ���� 	��� �������� ��	 �
	����� 

�	
��	� 
	�	������ ��	�	 �
�� !"#$ ��� !%&$ �
	 ���������	 �� ��	 ����'�
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������ �����	� ����
������ � ���� ����������� � ����
�� ������ �� ��� ��

������ ���� ���� �� ��� ��������� ������ 	��� � ���� ��� ��������� ��  ��� ���!

wr = 1 + σ

√√√√∣∣∣∣∣θimax

θ
(r)
i

− 1

∣∣∣∣∣, "��#$%

�����

θ
(r)
i =

√(
u
(r)
i,x

)2
+
(
u
(r)
i,y

)2
+ ε, θimax = Max(θ

(1)
i , θ

(2)
i . . . ),

σ = σ0/CFL,

����� ε �� � ����� �������� 	� �� 	��� �� ������ �������  � &���� �����������

��� � ���	�� ���	� 	��� � '(� "��#$% �� �� ��(	����  	� � �������� �� �� ����� �� ���

θimax

θ
(r)
i

− 1 ��  � ���� ��� ��! ����� ��	�� ��	�� ��� �(	��� ���� �������� �� ����	��

� )�) ������

*� �������� '(� "��#+% ���� ��� ������� ������ ��	� � �,$� �� �� ������ ����

��� ��� ��-�����  ����� ��� ��� �(	����� �� ���� � ������.����� ������ ������ ��

	��� � ��� �� ������� ���� ������ �� ������ ������� �� 
� �� ��� ����������� /��

�0����� �� 
� ��� ����� ��� ui,xyx �� ui,xyy ������� ��� ������ ������ �0����� ��
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ui,xy ���� 3× �� j+

u∗
i,xy =

[
ui,xy + ui,xyxΔxj+ + ui,xyyΔyj+

]n
3×

+

A∑
a=0

A−a∑
b=0

(
∂2+a+bui

∂xa+1∂yb+1

)n

3×

Δxa

a!

Δyb

b!

��� a, b 
=
{
(0, 0), (1, 0), (0, 1)

}
.

���	
�

�� ���� ���� ������ ������ ���������� ��� ������ ����������� ��� �� ��������� �������

�� ����������� ���� ��� �������������� �� ��� ���� ��� ��� ���� �������� �� ���� ����

��� �� ����� ������ �� �� ����������

!� ���������� ��� �� ������ ������ ��������� ���� �� �������� ���� ���� �� ��

������� ��� ��"

[
(ui,xy)

n
j+

]n−1/2

j×
=

[
ui,xy + ui,xyx

(
xj+ − xj×

)
+ ui,xyy

(
yj+ − yj×

)
+ ui,xyt

Δt

2

]n−1/2

j×
+

A∑
a=0

A−a∑
b=0

A−a−b∑
c=0

(
∂2+a+b+cui

∂xa+1∂yb+1∂tc

)n−1/2

j×

(
xj+ − xj×

)a
a!

(
yj+ − yj×

)b
b!

Δtc

2c!

��� (a, b, c) 
=
{
(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

}
.

���	#�

$� ������� �� ���� ��������� �� u∗
i,xy ��� ��� ���� ��� u∗

i � �������� ��� ui,xyx

��� ui,xyy �� �������"
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⎡
⎢⎢⎢⎣
Δx1+ Δy1+

Δx5+ Δy5+

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣
(ui,xyx)

n
3×

(ui,xyy)
n
3×

⎤
⎥⎥⎥⎦

(1,5)

=

⎡
⎢⎢⎢⎣
[
(ui,xy)

n
1+

]n−1/2

1×
− (ui,xy)

n
3× −

∑A
a=0

∑A−a
b=0

(
∂2+a+bui

∂xa+1∂yb+1

)n
3×

(Δx1+)
a
(Δy1+)

b

a!b![
(ui,xy)

n
5+

]n−1/2

5×
− (ui,xy)

n
3× −

∑A
a=0

∑A−a
b=0

(
∂2+a+bui

∂xa+1∂yb+1

)n
3×

(Δx5+)
a
(Δy5+)

b

a!b!

⎤
⎥⎥⎥⎦

��� a, b 
=
{
(0, 0), (1, 0), (0, 1)

}
.
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�� ��������� � ���� ������� �� ��� ����� ��� ���� (1, 7) ��� (5, 7)� ����� ��� �����

������ ������� ��� ��������� ���� ��� �������� �� ������� ��� ����� ��� ui,xyx ���

ui,xyy� 
���� ��� ���� ����� �� ��� ��� ��  !� �����	 ���" ��� ������� ��"� ���

��� � ���� � ��� ���"��� �������� ��� ���������� �� ��� ������� ����� ���� ���"

����� ���� ���� ����������� #�� �$�"��� ������� � ������%����� ���"�� &� ���

�����$� ��� �""����� ���" ��  !� �����	 �������� ������� ��� ��� ���� ���� ���

'�� ���"
[
(ui,xy)

n
j+

]n−1/2

j×
− (ui,xy)

n
3× � 
�� �"� ��������� � ��� ������� �� ��� �����

����� ����������( ui,xxx) ui,xxy ui,yxx) ui,yxy ui,yyx) ��� ui,yyy� 
�� ��������� � �����

�$������ �� ��� ������ ������

����� ����	
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��� ��	 ������
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���������	 
�� ���� ������ ���� ��� ���� ���� ����������� �� ��� c− τ ������ ���

������ �� ��� ��� ��������� ������ ��� �������

�� ����� ��� ��
 ����� ��� �������� ���� �� ��� !"# ���������
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��
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×

×

×

×
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6
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4̂

6̂

2̂

������ �
$ ��� �������� ���� %�� ��� ��� ����&���&� !"# ������

��� ���� �% �������� ��� N0 ≡ 3	 N1 ≡ 2	 N2 ≡ 6	 N3 ≡ 4 ��� N̂1 ≡ 2̂	 N̂2 ≡ 6̂	

N̂3 ≡ 4̂ ����

N̂i = N0 + Ω(Ni −N0) , ��'� 

����� Ω �� �� ��(������� ��������� ���� �������� ��� ������ �% ����������� �����

)�����
�� ��������� �� ������� %������� ���� ��*�� ���� ������� ��� ����� +������ �%
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�� � ���
���� !�� �� ��� ������ �� ���� �
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 � ������ ��
����
 ����

������ ��� ����� �� Ω �� � ��
����
 �� ��� ����� ��	 
���� ��� ���
� �� ��"���
�

�� ��� #��� ����� �
 � ��������� �
���� ����� ��� ��
����
 ���� �
 ��� ��$����

�� ��� ���������
� ����� ��� ���%

Ω ≡Max (Ωmin, CFLΩmax)

������ �� ��� c− τ �������� ������ �������� ������ �� ux �
� uy �� ����������

����� �
 ��� ����
� �� �������
 �
� �&��
���
 ���
��� �� ��� #!' �������� ���
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�
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⎡
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⎡
⎢⎢⎢⎣
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 �	� ����	�� ������� ��� ��
��	��� ������ �� � 
�!	�� 	�������	� !����"�  �� ���!��#

����� ���� 	� �������� $� 
�����	�� ��� L1 ��� L2 ���
� �� ��� ������ �� ��� ����������

ui�  �� L1 ��� L2 ���
� ��� ��%��� ��

Ln = n

√∑
j

∣∣(ui)j,��� − (ui)j,���
∣∣nAj∑

j Aj
n = 1, 2

����� ��� ��$���	�� &��
' ������� ��� ��
��	��� ������ ��� &���' ��� ������	���

�����	��� (� ��� �����	��) Aj 	� ��� ����	�� ���� �� ���� j�

(� ��� ������#����� *+ 
�����) ��� ��	��#�����  ����� ���	�� ��� ���� �� �	�#

����	,� ��	
��� ��-����� ui ��� ��� .�"�� fx,y
i �	�� i = 1, . . . , 4�  ��������) �

������#����� ���!������� ���� 	� �"������ ��� ��	� �����  �	� �	
����	�� 	� ��������
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 �� ���� �����	��� ��� ���#�	
���	����	,�� ��� ��� 	�	�	�� ����	�	��� ��� ��-��

���
 ��������0���  �� 	�	�	�� ����	�	��� ���1

u = u∞ −
ε

2π
e

1
2
(1−r2) ȳ,

v = v∞ +
ε

2π
e

1
2
(1−r2) x̄,

T = T∞ −
(γ − 1)ε2

8γπ2
e1−r2 ,
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����� ȳ = y− yo� x̄ = x− xo� ��� r2 = x̄2 + ȳ2	 
�� ����� ������� ε� �� ����� � �	


�� ����� �� �� ����� �� ������ � (xo, yo)	 
�� ��������∞ ����� �� ����������

���������	 �� �� ������ ����������� T∞ = 1 ��� u∞ = v∞ = 1	 ������� ρ� ���

��������� p� ��� ��������� ���� �� ��������� �������� ��� �� ����� ��� ���� ρ =

T 1/(γ−1) ��� p = ρT. 
�� ����������� ������ �� � 10×10 ������� ��� ��� �������

�� �� ��������� �� 0 ≤ t ≤ 10	 
�� ������ ��������� �� ������ ���������� �� ui ���

��������� ����������� ���� �� ������ ���������	  ������� �������� ��������� ���

������� � ��� ����������	 � ������ �� ���� �� ��� ������� �� �� �������� ��

����� �� �������� ���� �������� ��������� ��������� ���� ��������� ����� � ��

���������	
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p′(x, y, t = 0) = exp

⎡
⎣− ln(2)

(
x2 + y2

9

)⎤⎦

ρ′(x, y, t = 0) = exp

⎡
⎣− ln(2)

(
x2 + y2

9

)⎤⎦+ 0.1 exp

⎡
⎣− ln(2)

(
(x− 67)2 + y2

25

)⎤⎦

u′(x, y, t = 0) = 0.04y exp

⎡
⎣− ln(2)

(
(x− 67)2 + y2

25

)⎤⎦

v′(x, y, t = 0) = −0.04(x− 67) exp

⎡
⎣− ln(2)

(
(x− 67)2 + y2

25

)⎤⎦
������

p = p∞ + δp′ ρ = ρ∞ + δρ′

u = u∞ + δu′ v = v∞ + δv′
������

�
	�	 p, ρ, u, v �	 ��	����	� �	������ � �� � ������	�� �� �	������ �	��	����	��� ����

������ ∞ �	���	� �
	 ��		 ���	� ���	� ��  ���	������� ′ �	���	� �
	 �	���������

�� �
	 ��		 ���	� �� δ �� ��	� �� �	��	�	 �
	 �	���������� �� �
	 ��� ��� ���	��

�� ���� δ = 1 �� �� ��		 ���	� !������	� �
	�	 "	��� �� �
	 ����	�� ���������

δ = 10−5� p∞ = 1/γ� ρ∞ = 1.0� u∞ = 0.5� v = 0 �� γ = 1.4� #
	 ����� ��  �!��	

���
 �������	� � ±$%% �� ��� �	&	���� ������� ���������� �	 ����	� � ��

�������	�� #
	 ��������� �� ��� ���  �������	������ ���	 �� '%� (��	� �
	�	

����������  �������� �� �
	 ���	� ���� �� �
	 	!����� �� �������	 �� �� ��� �����

$)'



����� �� �	
 	�� �������

u′(x, y, t) =
x− u∞t

2α1η

∫ ∞

0

e
−ξ2

4α1 sin(ξt)J1(ξη)ξdξ + 0.04ye−α2[(x−67−U∞t)2+y2]

v′(x, y, t) =
y

2α1η

∫ ∞

0

e
−ξ2

4α1 sin(ξt)J1(ξη)ξdξ − 0.04(x− u∞t)e−α2[(x−67−U∞t)2+y2]

p′(x, y, t) =
1

2α1η

∫ ∞

0

e
−ξ2

4α1 cos(ξt)J0(ξη)ξdξ

ρ′(x, y, t) = p′ + 0.1e−α2[(x−67−U∞t)2+y2]
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��	���� #	� ��� 	� ����� ��$����� �����������% &'(% �)(

	�� *�+( !����� ��� ����������� �� ����� 
����� ���������� 	 �������� �� �����������

��� ��
��	����� #	� ��� ����� ���� ��� ��!��� 	�� ������,����� -���� ������� ��

�����
��� ��� 	!!��	!� �� ������ �� �	!� 
��� ��� �	���� 	���� ��� ���� y = 0 �� ���#�

�� .��� ���'�� /� ���� "���� ��� ������� ���
 ��� ��!���, 	�� ������,����� �!��
�� 	��

!�
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	�� �	� ���� ����!�� ��

���# ���	��� ���	�� ��	� ��� ����� �����	!������ .��
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���� /� !	� 	��� �� ���� ��	� ��� ������,����� ������� �	�� ��
��	�  �	���� 	� ���

��!���,����� 
��� #��� �#�!� ��� ���������� ���� ���  �	���� �� ��� ������� ���
 ���

������,����� ������ �� ��� &'( 
��� 	�� ��
��	� �� ��� ��!���,����� ������� ���
 ���

�)( 
����

&*�



-0.4

0

0.4

0.8

1.2

-40 -20 0 20 40 60 80 100

x

90K cells

-0.4

0

0.4

0.8

1.2

D
en
si
ty

P
er
ti
b
at
io
n
(1
0−

6
)

74K Cells

-0.4

0

0.4

0.8

1.2

296K Cells

-0.4

0

0.4

0.8

1.2

296K Cells

Linear Second Order Fourth Order

������ ��	
 ������ ������� ����� ��������� � ����

��	



����� �����	
�� ��
� 
��� � ����� �
��

�� ���� ����	
�����  ���	�����
 ��� ������  ����� ���� �� 
�����	�	�� ��	 �������

���� �� �� ����  ��	
��
 �	� ���� γ = 1.4 �� ��	 �� 
������ R = 287.15 ����

�� ��	 ��		����	�  
� ����	� �� !�"� p∞ = 1 ��� �� ρ∞ = 1.23 ����3� ��	

����� �� ��	 
��
��� ����� ���� �� "�# �	�	�� �� ��	 ���	� ����� �� � 	�����	

����  �$�� �� ����� %	� �� &�# �� '�# �	�	�� �	��	
��(	��� ��	 �	��	�������

�
�	�	 	�����	� �� ���� ��������� �� ��	 )& �
�	�	 ���� *��� +,&- 
�����	� ����

��	 �	��	��� ���� .��� +//-�

0����	 1!�23 ����� ��	 
������� �� ��	 
�
���	� �	����� �� ��	  
� ! �����

������ ��	 ����� ����� ��	 ����� ���	 �� ��	 ���� ����
�	� ��	 ����
 ���	� ��	

��������� �� ��� ���� ���� ��	 �	
��� �� ������ ���	� �
�	�	� � ��� ��4	�	��

�	���������� ��	 
���	 �	�� �� 5'/6 
	��� �� ��	 �	��	� �	�� �� /,6#6 
	����

�� �	�	����	 ��	 

��
� ��	 ���� ���
� �	����� �� ��	 �	����� � ��	 ��� �	�	


����	� �� ��	 �����
� ��������� �� �� 
�	� ��	 ������ �� �	
��� ���	� �
�	�	�


��(	��	� �� ������ ��������� ���  ��(	� �	��� 0�� �� 
�	� ��	 ���� ���
� �	�����

��	��
�	� �� ��	 ��������� �� �� ���� ��		�	�� ���� ��	 �����
� ��������� ��	

�	����� � ��	 �������� ����� �� ��	 ����
	 ��	��
�	� �� ��	 ���������� ��	�	

#�", �� #�&/ ����3 ��� ��	 
���	 �� ��	 �	�� �	��	
��(	��� ��	�	 (��	� ��		

�	�� ���� ��	 �����
� (��	 �� #�&2 ����3�

'&2



Density

5.0

1.0

������ ��	
 ��� ������� �� �������� ������� �� � ��� � ��� ��� ������� � ������

����� ����� ��� ���� ����� ���� ����� ��� ���� �����

���



0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

L
1
N
or
m

(1
0−

3
)

time

4th Order coarse
2nd Order coarse

4th Order fine
2nd Order fine

������ ��	
� �� �������� �� ���������� ������� �� � ��� � ��� ��� ������� � ��������
����� ����� �� ����� ����� ���� ���� �� ����� �����

����� ����	
��� ���� ���	 � �����	�� �����

�� ���� ������ �������� �� ������� �� �� �� ������ ���� ����� ������ ���� �� �����

�� �� �!���� ���� �� "�#���$ �� ��� %&'(� ��� �� �� �������� ������ �� ���

���������� ��� ���� �)�� � ����� ��� ������� �� �� � *������ �� �� ��������

 �)��� ���� ��)� ������� �� ���������� ��� �)�� � ����� ���� ���  ��� ��+�����

���� ��)�� ��� �������� ��� ��� ������ �� �� ���� ��)� ���������� �� �� �� ��

��� �� ������� ����� �� �� � ������� ���������� ��� ����� �� �� �� ������� ���� ��

"�#���$ �� ��� ���� ,-�.%&'(� /���� ���� ���������� �� ����  ���� �� ����� �� �


	�	



������� ��� ���	 �
���� �
������ 	�� � ����	 �� � ��� �	� ��� �	��� �� �	� �	���

���� 	�� � �����
�� ��� ��������
�� �� � ��� ��� ��� ����� ������������ �	� �	���

���� ����� �� � ����� �� ���	 ����� �	� ���	 �� ��
�	� 
������ ��� ��������

����� ������ ��� �	�
���� ���! ���	 �	�� ����
���� �	��� ��� ����� ������ �"

��� ��� �
���� �
������ �	� ���
����� ���� ��� #$ ����� �������! �	��	 �� �	� ����

�� ����� �	� �	��� �� ����� ���� �	� ����� �� �	� ����� �� �	� ��� �� �	� ������	

�
����� % �� ��
����� ��������� ��� ������ �� � ��
������� � ���� �	� ����

�	��	 ��� �
������ ��� �	� � �� ����	 ��� ��� �� ���&���������� '
���� �	� ���
�����

�	� ()* �
���� ������ ���� ���
� ��$+ �� ���� ,���� �	� ���
����� �� �	� ()*

�
���� �� ��� � ��� 	����� � ()* �
���� ���	�� ������� �	�� � �� ��� 
�� �������

�� ������� ���	 �	� � ��������� ���
�� � �
������ ,�	����� ��� ����
��� ��(√(
∂ρ
∂x

)2
+
(

∂ρ
∂y

)2)
�

��$



��� �����	 
�	�� ��� ����� 
�	��

��� ������������ ��������� ����

������ ��		
 �������� �������� ������� ��� � ��� 	��	 ��� ���� � �������� �����

	��



������� �

�����	
�������� ����

�� ������ �� 	
� 	
�������������� �����	��� �	 �� ������ 	
�	 � ��	 �� Neq 	
����

����������� ������� ���	����� 
��������� ���	��� ������	��� ����	���� ��� ���	 ��	�

	
� ��������� ���	�� �����

∂U

∂t
+

∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
+

∂Fz

∂z
= 0 ��� !

�
��� U = (u1, u2, . . . , uNeq)
t �� 	
� ��"���� ���	��� ��

F
x,y,z = (fx,y,z

1 , fx,y,z
2 , . . . , fx,y,z

Neq
)t, �� 	
� #�$ ����	��� ���	��� %� ���	���	 	� �������

	����� ���	� ������ ��	
��� 	
� &������'�����( ��	����	��� ����� ���� "���� �� 	
�

	�������	 	
������ �� ��	 ��� 	� ���� 	
� ���������	 ��	����� ����	���� ��� �������

��	��� ����� %��	��� �� 	
� )*+* ��	
�� ���
 ����	��� �� *�� ��� ! �� �������� ��

� �������������� ����	��� �� 	
� ��������������� *������� ������E4� (x, y, z, t)�

∇ · hi = 0, ���,!

 -�



����� hi = (fx
i , f

y
i , f

z
i , ui)

t �� ��� ��	
������ �� ���
���� 	�� i = 1, . . . , Neq� �����

�� �	���� �������� ��� ���� �� ����!	"��� �� ��� ��""����# ����#�	" ����$

∮
hi(x, y, z, t) · ds = 0. ���% 

&� ��� '�(� ������� ��� ���% �� ����#�	��� �!�� �	
� '� ���� s 	� ��� ����	
� ��

��� '�� �� ��
�� ��	
������ �� 
�����!	���� �!�� �	
� '� �� �����
���

��� ������	
���
���� 	
����
���
��

)�� ���!���� ��� 
�	����� ��#	� ���� 	 ���	�"�� �
���	��
� �� ��� '� 	�� (��

*�������	��"�� ��� '� 	�� (� 	���
�	��� ���� ��� ���������������	" '�(� �
����

	�� ��� 
���"�� �� 
"�	�"� �""����	��� &����	�� ��� '� �� ���+�� �� ���� ����� �	���$

�� ��� ��� ,'�� ��� ��� ������ ,'�� 	�� ���� ��� ���� ,'�� -�� ��	�	��"���� ���

��""����# ����!	���� ��"" 	����� ��	� ��� ���� ��"� 
���	��� ����	����	"�� .�
�

���� ����!	���� �� ���������� �� �� ���!�	" �� ������ �� ������ ���� ����� 
�"" �����

��
"����# ����� �"�������

)� ��#��� 
������� 	 ����	����	" ���� ����� �	
� 
�"" �	� ���� !����
�� 	�� ���


�������� Ci� -�� �	�� �� ���	���� �	
� ����	����	" �� �������� �� �� ��� 
��������

��#� ����	����	" 3 �	� 	� 
������� C3� )�� 
������
���� �� ��� ���������������	" '�

��""��� ��� �	�� �	��
 ����� �� ��� �������������	" 
�������	�� 	�� 
������� �� ���

����	�� ������ -����� ��� ������ ,'� �� 
������
��� 	�� �� ���� ���/�
��� �� ����

�%0



�� � ������	
 �� Δt/2 ���	
 ���� �
�������� �����
� � ���������� �
�� ��
 ������

��� ��� ���� ���
 ��
 ���
 ������� ���
������ ��� ���
�
�� �
������ ��
�

�� 	������	� ��
 ������ ���� 	�����
� � ����
� �� ��
 �
����
����� Ci� i =

0, . . . , 4 ��
�
 C0 �� ��
 	
����� �
����
���� ��� C1� C2� C3� ��� C4 ��
 ��� �
�������

 � ���� ����� ��
 ������ ��� �� �����
� �����
� ���� ���� ������ !�
�
 
�	� ���� ��

����	���
� !��� ��
 �� ��
 �
��������� 	
��� "� �� ��
 ����� �� ��
�
 ���� ����� ���� !���

���� ��
 ������ ��� ��
 ����
 �� 
�	� �� ��
 ���� ����� �� � ���������� ���������

��� ��� �
���	
� 	������� ��# ��
 	
�� 	
������ �� ��
 	
����� 	
��� ��
 	
�� 	
������ �� �

�
��������� 	
�� ��� ��
 ���

 �
���	
� ���� ��$
� �� ��
 ��	
 ����
� �� ��
 	
�����

��� �
��������� 	
���  ������� ���� ����
 ��� ��
 ���
 ����
� �� �
���	
� �� �

��������
� �������� �� ���� ������ 	�
%��� �� ��
 ���
 ����
 &�� 
%����
� 	�����
�

��
 ������ C0 ��� C3� �� !
�� �� ��
 ���

 �
���	
� ���� ��$
� �� ��
 ��	
 ����
�

�� C0 ��� C3� �
 V1� V2� ��� V4 ���� ������� �� ��
 ��� �� ���!� �� &�� '()*

��
 ���
� ���

 ����� �� ��
 ������ ��� ��
 ����
� �� ��$��� C0 � �
��������� 	
��

	
��
�� C1� C2� ��� C4 ��� ��
 �
���	
� ���� ��$
� �� ��
�� ����
� ��	


)+,



×
S3

V1

V2

V4

C3

×S0

C0

��

��

��

��

��

������ ��	
 � ����� � ��� ���� ��� �� � ���������������� ����������� �����

�� �������� ����� �� ���� ����� ��� ��� ������ ����� ��������� ���� �����

C0 ��� C3� ����� ����� ��� ������ � � ����� × ��� ��� ������� �� S0 ��� S3�

��� ������ � ��� ������ ����� ��� ���� ����� ��� ���� �������� ���� �� ���

���������� ��!� ������� ��� ��� � "����� ���� ���� �� ����� � ��� ��� ������

�� ������� ��� ��� ��#����� ��������� ��� ��� ����� ��� ��� ������ ����� � ����� C0

��� C3$ ��� ���� ����� ��� ����� � ��� "������� ��� ���������� ���� ������ ��� ���

������ ����% ����� ��� ����� � ��� ������� �����& ���� ������ ��� ��� "������� � ���

������ �����

	'(



��� ���� ���� 	� �
 �
������ ��� �	�� ����� �
 �
 �
� ���� 
�� 
� ��� �����

��
� 
�� 
� ��� �
��
� ����� 
� ��� ��� ��� ������ 	� 	� �	�� �
��	�� � ��� 	�

� �
���	����	
��� �������	�� �

��	���� ������� � ������ �	�� ��� 	� ��
�� 	�

�	��  !�"#� $� ��	� %��� ��� �
	��� �	�� �� ��
���
���� ′� ���
�� ��� �
�	�	
� �� ���

���� �	�� ����� $� 	� 	��
����� �
 �
�� ���� ��� ����	�� �

��	����� �
 �
� �������

���� xV1 = x′
V1

� yV1 = y′V1
� zV1 = z′V1

�

��

����
��

����

C3

V1V4

C′

3

V ′

1

V ′

4

×S3

x

yz
t

�	��� !�"& � �	�� ��� ���
�	���� �	�� ��� �
��	
� �
	�� C3�

$� ��
�� �� �
��� ���� ����� ��� �	� �	�� ���� ���
�	���� �	�� ���� �
��	
� 
�

��� �
��
� ���� '��	�� � ����� �
��� 
� ������ �
� �	�� �����

��� %��� ���� 	� ��� �
����	
� 
� ��� �
� ���� ��	� 	� �
���� �� ��� �	
� 
�

��� (���	��� ��
� ��� 
� ��� �	�� ���� �� ��� ���� �	�� ���� ��	�� ��	���	�	�� ���

�
�����	(	�� 
� ��� (���	���� ��� �����	�� 
�)��� 	� 	����	��� �
 ��� �
��
� ���

*+,



������ ���� ��� ����	
�� �		
������ �
� ������ �� Δt/2� � �	
�	� 	� ��� �	� ���

� ��	�� � ��� ������

V ′

1

V ′

2

V ′

4

C′

3

×S′

0

C′

0

��

��

��

��

��

���
� ��� � �	� ��� ������� 	� � �	
 � ��
��!�����	��� ���
����
�� ���� ����

"�� ��� ���	����� ��� ���� C0 � �	
��� �� ��� ��	� 	� ��� �	��	�# ��� ���

�	� ���� ����
��� ��	$�� "�� ��� ��� �� �$��� ��	 �	�
 ����# ��� ���� 	��

���	����� ��� 	�� 	� ��� �����	
�� ������ �	
 ������� ��� �	��	� ��� �	� �	
�	��

	� ��� ��� ���	����� ��� C3 �
� ��	� � � ��� ���%� ��� ��� ����� 
������$���

��� ��� ��� �	
�	�� 	� ��� ��� �	���� 	� ��� �� ��� ���� ������� ��	$��

%�&



���� ��� �� ��	
�� �
 ���������
���
� �� �� 
�������� �� ��	
� ��� ��� �
 ���

���������
���
�� ���� ����� ��� �� �� � ��������
���
�� ����� �
� ��

�� ��

�������� �������
��� �
 ������ � ����� ��	
����
 �� � �� ��� ��� ���������
���
��

���� ����� �� ���� ������� �� �������� �
����� �� �� ��� ���������� �� ���
� ��

 ���� ������
� �� ��� ��� ��� !����
�� ��  ���� �������
 ���
�� "� ��!�
# ��� "�����

������ ���� �� ����
��� ��� ��� 
��!�����
! �������
 ���
�� ��� ���� �� �
��!���� ����

��� ����� $�� ��  ��� �� ��� ����� ������
� �� ��� ���� $��� "�� ��� ������
� ��

��� ���� $�� ��� ����� ���� ���� 
�� ��
���
 ��� ���
�� C0 �
� C ′
0� "�� "����� ������

����
��� ��� ��� ��
���� �������
 ���
� �� ��� 
� ��� ���� �� ���� �� �
��!����

���� ��� ��� $�� ��  ��� �� ��� �
������ ���� $���� ����� ��� �
������ ���� $���

��� ����� ���� ��
���
 ��� ���
�� C0 �
� C ′
0�

���� ��� �� �
� �� ��	
�� �� �� 
�������� �� ������� ��� ��������%����
 �� ���

������ ���������� "� ��������� ���� �
 N�������� "����� ������ ����
���
 �� ���

�
�
� 
 ui �
���� � �� �� ����� "��� "����� ������ �� ��������� ��&

u∗
i =

N∑
a=0

N−a∑
b=0

N−
a−b∑
c=0

N−a−
b−c∑
d=0

(
∂a+b+c+dui

∂xa∂yb∂zc∂td
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+

∂3ui

∂z∂x∂x
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(x, t, t), (y, t, t), (z, t, t), (t, t, t)}.
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i
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−
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= −
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−
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−
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i
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∂fx
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i

∂y∂x
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 1′� 2′� �	� 3′ "� ��� 
��� ������	���
 �� ��� 	�� ���� 
��� �	� (jr; t
n−1/2)

�
 ��� ������	��� �� ��� 	����"���	� ���� ��	����

��� ���������	 �� ��� #�� ������� �	� 
����	� �� ��� 
��� ��� �������
 ���

���������	 �� ��� �	������ �	 ��� $%�&'� ��� (�
� 
�� �	 ���
 �	��������	 �
 �� �������	�

��� 	����� ������ ��� ���
 ���� ��� 	����� ��
 ���	� �� "�)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂ t̂

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1 t2 − t1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1 t3 − t1

x′
1 − x1 y′1 − y1 z′1 − z1 t′1 − t1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≡ [Nx î, Ny ĵ, N z k̂, 0 t̂] $%��&'

*� �
 ������	� �� 	��� ���� ��� 	����� �	 ��� t̂ ��������	 �
 !���� +� �	� ��� $%��&'

�%,



�� ��� ����	 
�����

[
(Fi)

3D
side

]
jr
=

x,y,z∑
xi

N∑
a=0

N−a∑
b=0

N−a−b∑
c=0

N−a−b−c∑
d=0

(
∂fxi

i

∂xa∂yb∂zc∂td

)n−1/2

jr

1

a!b!c!d!

nxi

S1

∫
V 4D
S1

(
x− xjr

)a (
y − yjr

)b (
z − zjr

)c (
t− tn−1/2

)d
dV 4

S1+

nxi

S2

∫
V 4D
S2

(
x− xjr

)a (
y − yjr

)b (
z − zjr

)c (
t− tn−1/2

)d
dV 4

S2+

nxi

S3

∫
V 4D
S3

(
x− xjr

)a (
y − yjr

)b (
z − zjr

)c (
t− tn−1/2

)d
dV 4

S3,

�����	

����� nxi

Sj �� ��� ��������� ���� ������ ��� V 4D
Sj � j = 1, 2, 3 ���������� ���� �� ���

���� � �� ���������� ���� � ���!� � �� "��� ����!������ �� �������� ��� ���� � ��

#�� ��� ���� � � ���������� ���� ������� ����� S3 ����� �� #�!���� ���$	 ��� ����	

���� ���� � � �� �������� ���

• V 4D
S1 ≡ {C3, V1, V4, C

′
3, V

′
1 , V

′
4}

• V 4D
S2 ≡ {C3, V4, V2, C

′
3, V

′
4 , V

′
2}

• V 4D
S3 ≡ {C3, V2, V1, C

′
3, V

′
2 , V

′
1}

�������� �����	 ��� %� �����&�� %
 ����!�����! ���� ��� ������� ����!������ ��

�������� ���� ��� ������ ����!������� #������ �����&������ �� �����%� %
 �'�������!

��� �����	 �� ��� ���������� ����� ��!�� x = x1 + (x2 − x1)ξ + (x3 − x1)η� "����

��(
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�� ���� 	
 	�� ����	�
��

[
(Fi)

3D
side

]
jr
=

x,y,z∑
xi

N∑
a=0

N−a∑
b=0

N−
a−b∑
c=0

N−a−
b−c∑
d=0

(
∂fxi

i

∂xa∂yb∂zc∂td

)n−1/2

jr

1

a!b!c!(d + 1)!

(
Δt

2

)d+1

1,2,3∑
Si

Nxi

Si

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

[
(x2 − x1) ξ + (x3 − x1) η + x1 − xj

]a
[
(y2 − y1) ξ + (y3 − y1) η + y1 − yj

]b [
(z2 − z1) ξ + (z3 − z1) η + z1 − zj

]c
dηdξ,

������

�����
∑1,2,3

Si ��������	� 	�� �����	�
� 
��� ���� 
� 	�� ��� ���� ���
���	� ��	�

� ������ ����  ���� ��� ������ ���� !� ��������� ��	�� �	 �� �
�������	 	
 �"����� �	

��# $��� ������%�x1,x2,x3,xj ,Δt, fxi

jcl)� ����	�
� ������ �� �
�� �
����" 	
 ��	����	�

	��� �	� 	�
&������
��� �
��	�� ���	 !�	 �� �	��� �����' �
���	� ����� � �'�!
���

��	����	���� ���(��� ���� �� )*+,*�� +�� ��	����� �� ��� ������ �� ��	����	�

!��
� �
� 	�� ������ 
� a, b �� c ������� !' 	�� �
��	�&
��� �� � ���
��	��� +


�	��	 ��	 Δxi = xi−xj � Δyi = yi−yj � Δzi = zi−zj �
� i = 1, 2, 3� -�	� 	��� ����	�
�

	�� ��	����� �� ��� ������ !��
���

Ls
a,b,c =

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

3∏
j=1

[
ΔΨj

2ξ +ΔΨj
3η +ΔΨj

1 (1− ξ − v)
]ωj

dηdξ,

����� Ψ �� ��' �
�!���	�
� 
� {x, y, z} �� ω = {a, b, c}� -��� a = b = c = 0 	��

��.



����������� �	

Ls3D
0,0,0 =

1

2
.


� ��������� ��� �� �� ��	� ����������	 ��� a = 1 ��� b = c = 0 �� ����������� �	

Ls3D
1,0,0 =

1

6

3∑
i=1

Δxi.

��� ��� 	����� ����������	 ��� a = b = 1 ��� c = 0

Ls3D
1,1,0 =

1

24

⎡
⎣ 3∑

i=1

(ΔxiΔyi) +

3∑
i=1

Δxi

3∑
i=1

Δyi

⎤
⎦ .

��� ��� ���� ���������� ��� a = b = c = 1

Ls3D
1,1,1 =

1

120

[ 3∑
i=1

Δxi

3∑
i=1

Δyi

3∑
i=1

Δzi + 2

3∑
i=1

(ΔxiΔyiΔzi)+

3∑
i=1

(ΔxiΔyi)

3∑
i=1

Δzi +

3∑
i=1

(ΔxiΔzi)

3∑
i=1

Δyi +

3∑
i=1

(ΔyiΔzi)

3∑
i=1

Δxi

]
.

����� ��	� ���� �������	 �� �	 ������� �� ������ ��� ���� ��������	 ��� � �����������

	����� ��� ������� �� ������ �� ����������� ��� Ls
2,0,0 ��� ��� 	��	������ Δxi ���

Δyi �� �� ����������� ��� Ls
1,1,0�

���



����� �����	
�������� ���� ������� ��� �� ������ ����������

��� �������	
� 
� ��� �� ���
��� � �
��
� ��� ����	��� ��� 	�������	
� 
��� �

��	������� �	�����	�� ��	� 	�������	
� ��� �
 �� ��
��� �� 	��
 ��
 ������ ����� ���

����	��� ����
�� �
 ����� �� � �	�����	� ��� 	� ��	� 	�����	���	
� ���� ����� �	�	���

	��
 �� 
���� ����������� ��� �� 	���� ������������ �
 �������	�� ��� 	�������	
� ���

�
	��� 1, 2� ��� 3 �� ��� ����	 �� 
� ��� ������ �� �� �
	�� 4 	� ���  ���  ����� 
�

��� ��	���
�	��  ��� ��� �
	�� 5 	� ���  ���  ����� 
�  ������  ���� !	�� ��	� �����	��

��� 	���� �����������  
��	��� 
� �
	��� 1, 2, 3� ��� 5 ��� ��� 
���� �����������

 
��	��� 
� �
	��� 1, 2, 3, ��� 4� !��� 	�������	�� 
��� ��� �
��
� ���� ��� ����
�

���	�� 	� �������� ��
� ��� �
���	
� �
	�� ���
 	���� �	�� ��� ��	���
�	��  ���� �
	��

(jr; t
n−1/2)� !��� 	�������	�� 
��� ��� �
� ���� ��� ����
� ���	�� 	� �������� ��
�

��� �
���	
� �
	�� 
� ���  ������  ��� (j; tn)� "	� � ��� ��
����� 
� ��� �
� ��� �
��
�

���� 	� ��� ����� 
��� ��� ���	���	
� �
� ��� �
��
� ��� 	� ���
���� �����

�
 �������� ��� 	������� 	� ��� #$�%& 
��� ��� �
��
� ��� �
� ��� ��� �
���� 	�

����	��� ��� 	� �
��� ��	��

N̂out =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂ t̂

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1 t2 − t1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1 t3 − t1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1 t4 − t1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t̂,

#$�'(&

')*



���

N̂in =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂ t̂

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1 t2 − t1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1 t3 − t1

x5 − x1 y5 − y1 z5 − z1 t5 − t1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x5 − x1 y5 − y1 z5 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t̂.

�����	


� ����� �� ����� ��� �� ������� �� �� i, j ��� k ��������� ��� ��� ����� ��������

��� �����	 �� ��� ����	 ������ 

[
(Fi)

3D
bottom

]n−1/2

jr
=

N∑
a=0

N−a∑
b=0

N−a−b∑
c=0

(
∂a+b+cui

∂xa∂yb∂zc

)n−1/2

jr

1

a!b!c![
nt
in

∫
V 4D
Bin

(
x− xj

)a (
y − yj

)b (
z − zj

)c
dV 4D

Bin+

nt
out

∫
V 4D
Bout

(
x− xj

)a (
y − yj

)b (
z − zj

)c
dV 4D

Bout

]
,

����!	

"��� nt
in,out ��� �� ������ ���������� �� �� t ��������� #�� �� ����� ��� �����

���������� 
� ����� �� ����� ��� ���� �� �� ���� ����������� �� ��� ����!	 �������

��� ������ ������ �# �� $����� V 4D
B ��� �� �� ���� ���� ����� %� ��������� ��� ����!	

�&�



��� ������	
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[
(Fi)

3D
bottom

]n−1/2

jr
=

N∑
a=0

N−a∑
b=0

N−a−b∑
c=0

(
∂a+b+cui

∂xa∂yb∂zc

)n−1/2

jr

1

a!b!c![ (
N t

in

)
jr

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1−ξ−η

0

([
(x2 − x1) ξ + (x3 − x1) η + (x4 − x1)ϕ+ x1 − xj

]a
[
(y2 − y1) ξ + (y3 − y1) η + (y4 − y1)ϕ + y1 − yj

]b
[
(z2 − z1) ξ + (z3 − z1) η + (z4 − z1)ϕ+ z1 − zj

]c)
dϕdηdξ+

(
N t

out

)
jr

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1−ξ−η

0

([
(x2 − x1) ξ + (x3 − x1) η + (x5 − x1)ϕ+ x1 − xj

]a
[
(y2 − y1) ξ + (y3 − y1) η + (y5 − y1)ϕ + y1 − yj

]b
[
(z2 − z1) ξ + (z3 − z1) η + (z5 − z1)ϕ+ z1 − zj

]c)
dϕdηdξ

]
,

������

����� N t = |J |nt 
	� |J | �� ��� ������	
�� �� ��� ������	
�� ��
	����
���	 
�����

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x2′ − x1′ x3′ − x1′ x5′ − x1′

y2′ − y1′ y3′ − y1′ y5′ − y1′

z2′ − z1′ z3′ − x1′ z5′ − z1′

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

���� ���
���	 �� 
������ ��� �
�� ��� �	 ��� ���� ��� 
 ��
�� ���
� ��� ����� 
��

���� ����� ��� �
�! ������	�� ���� ���
���	 �� ������	 
�

"��� ������#�x1,x2,x3,x4,x5,xj, ujcl)� ���
���	 ������ �� �
���! ���$�� ��� ��� ���

����
�� %! ���	& ��� �
!��� ������ ���
	��� ��� ��� �����	� �������	 ���	� (j;n)�

�'�
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� ����	�
 	��

[
(Fi)

3D
top

]n
j
=

N∑
a=0

N−a∑
b=0

N−a−b∑
c=0

(
∂a+b+cui

∂xa∂yb∂zc

)n

j

1

a!b!c![ (
N t

in

)
j

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1−ξ−η

0

([
(x2 − x1) ξ + (x3 − x1) η + (x4 − x1)ϕ+ x1 − xj

]a
[
(y2 − y1) ξ + (y3 − y1) η + (y4 − y1)ϕ + y1 − yj

]b
[
(z2 − z1) ξ + (z3 − z1) η + (z4 − z1)ϕ+ z1 − zj

]c)
dϕdηdξ+

(
N t

out

)
j

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1−ξ−η

0

([
(x2 − x1) ξ + (x3 − x1) η + (x5 − x1)ϕ+ x1 − xj

]a
[
(y2 − y1) ξ + (y3 − y1) η + (y5 − y1)ϕ + y1 − yj

]b
[
(z2 − z1) ξ + (z3 − z1) η + (z5 − z1)ϕ+ z1 − zj

]c)
dϕdηdξ

]
,

������

��� ������ ������
�� ��� ��� ������ �� ������
��� ��

���� ��������x1,x2,x3,x4,x5,xj, uicl)� �
 ����	��� ���	�	
� ��� 
����	��  ��������

���� �� ������� ��� !�" ������� ��� ������ 
� �� ������� �� ��� � ��#�	��

�����
� �� ���	��� 	
 �����	���� $ 
� % ��� ���	&��'� (
�����	
� ��� ���)%� 	� ��	�'

���� �	���� �������  �'����	� ������	��  �*��� ��� 	
����� 	
 ��� ���)%�


� ������ 	� 	
������� ��� ������ &���� �� a, b+ 
� c� �� ���� ��� Δxi = xi − xj +

),,



Δyi = yi−yj� Δzi = zi−zj ��� i = 1, 2, 3, 4� ���	 �	�
 �������� �	� �������� ������
�

Lbt3D
a,b,c =

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1−ξ−η

0

3∏
j=1

[
ΔΨj

2ξ +ΔΨj
3η +ΔΨj

4ϕ+ΔΨj
1 (1− ξ − η − w)

]ωj

dϕdηdξ,

�	��� Ψ = {x, y, z} ��� ω = {a, b, c}� �	�� a = b = c = 0 �	� ����������� �


Lbt3D
0,0,0 =

1

6
.

�	�� a = 1 ��� b = c = 0 �	� ����������� �


Lbt3D
1,0,0 =

1

24

4∑
i=1

Δxi.

�	�� a = b = 1 ��� c = 0

Lbt3D
1,1,0 =

1

120

⎡
⎣ 4∑

i=1

(ΔxiΔyi) +
4∑

i=1

Δxi

4∑
i=1

Δyi

⎤
⎦ .

�	�� a = b = c = 1

Lbt3D
1,1,1 =

1

720

[ 4∑
i=1

Δxi

4∑
i=1

Δyi

4∑
i=1

Δzi + 2
4∑

i=1

(ΔxiΔyiΔzi) +

4∑
i=1

(ΔxiΔyi)

4∑
i=1

Δzi +

4∑
i=1

(ΔxiΔzi)

4∑
i=1

Δyi +

4∑
i=1

(ΔyiΔzi)

4∑
i=1

Δxi

]
.

���



��� ����� ����	�
�� ������� ��� 
 ������������ ������ 
�� �
���� ���
���� �����	�

�����������	� ��� ��
���� Lbt
0,1,2 �� ���
���� �� �����������	 Δzi ��� Δxi �� ��� ����

���
���� �� Lbt
1,1,1�

����� ������	
���
���� ���� 	��
���
�� ����

�� ��� �������� ��� ����������� ��� ��������� ������� �� ����	�
�� ��� ����
�� �
���


��� ���� ��� ���� ������ 
�� ���� �� �� �
� ���
����� �� ���� ���������� ��� ��
����

���� �� ����	�
�� ui 
�� ��� ���� �����
����� �� ���
����� �� ��������� ui 
� ��� ����

���� ����  � !"�#"$� !"�#%$� 
�� !"�&'$ ���� �� �� ��
��
��� 
�� ������ �� ����

����� ����������	 �����

NB∑
r=0

[
(Fi)

3D
top

]n
j
+
[
(Fi)

3D
bottom

]n−1/2

jr
+
[
(Fi)

3D
side

]n−1/2

jr
= 0,

����� NB �� ��� ������ �� ����� ���	������	 ���� j� (���� ��� ��)������ �� ��� � 

�� ��� �
�� 
� ��� ���	��
� ������ ��� ����	�
���� �� ��� ����
� ����� ���� ��� ���

����
�� ������� ����� ���� 
���� ��� 
� �������� ������
���� �� ui

(ui)
n
j = −

1

VtopCE

NB∑
r=0

([(
F̃i

)3D
top

]n
j

+
[
(Fi)

3D
bottom

]n−1/2

jr
+
[
(Fi)

3D
side

]n−1/2

jr

)
,

�����

VtopCE =
1

6

NB∑
r=0

((
N t

in

)
jr
+
(
N t

out

)
jr

)

#*+



���

[(
F̃i

)3D
top

]n
jr

=

N∑
a=0

N−a∑
b=0

N−a−b∑
c=0

(
∂a+b+cui

∂xa∂yb∂zc

)n

j

1

a!b!c![ (
N t

in

)
jr

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1−ξ−η

0

([
(x2 − x1) ξ + (x3 − x1) η + (x4 − x1)ϕ+ x1 − xj

]a
[
(y2 − y1) ξ + (y3 − y1) η + (y4 − y1)ϕ+ y1 − yj

]b
[
(z2 − z1) ξ + (z3 − z1) η + (z4 − z1)ϕ+ z1 − zj

]c)
dϕdηdξ+

(
N t

out

)
jr

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

∫ 1−ξ−η

0

([
(x2 − x1) ξ + (x3 − x1) η + (x5 − x1)ϕ+ x1 − xj

]a
[
(y2 − y1) ξ + (y3 − y1) η + (y5 − y1)ϕ+ y1 − yj

]b
[
(z2 − z1) ξ + (z3 − z1) η + (z5 − z1)ϕ+ z1 − zj

]c)
dϕdηdξ

]
,

���� (a, b, c) 
=
{
(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

}
� 	

������� ��� ����� �������� �


	�� ������ ������� ��� (ui)
n
j � (ui,x)

n
j � (ui,y)

n
j � (ui,z)

n
j ����
�

���� �� ���� �� 
���� ���� ��� 
��� 
���
 ��� �
�� �� ��������� ��� �� ��� ����

����������
� ��� � �� � ���� ���������� �
 �����

�� �
 � !���� 
����
 ��� ��� ���"

������� �� ��� #	 ��� �	 ������ ��� 
��� ��� 
��� ����$���
 ��� ���
��� %� �� �

��� ��� ��&���� � ������� ���
 ����$������ ��� ��� �������
 ��� �
 ��� ����� �� ���

!���� 
����
 �� �� ����$������ ��� � ��� �������
 �
�� �� ���
  ������ ��� ������"

����� �  ����� ���
 ���������� ���� �� �
 �� ��� ����$������ �� ��� 
� ��� ����������


�� ���  ������ �� � ������"����� 
 ����� !� ��� ���� 	�� ���'�� �
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� ���� ���� ���
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���������

∇ · hi,xx = 0, ∇ · hi,xy = 0, ∇ · hi,xz = 0,

∇ · hi,yx = 0, ∇ · hi,yy = 0, ∇ · hi,yz = 0,

∇ · hi,zx = 0, ∇ · hi,zy = 0, ∇ · hi,zz = 0,

������

��
�


hi,xx = (fx
i,xx, f

y
i,xx, f

z
i,xx, ui,xx), hi,xy = (fx

i,xy, f
y
i,xy, f

z
i,xy, ui,xy),

hi,xz = (fx
i,xz, f

y
i,xz, f

z
i,xz, ui,xz), hi,yx = (fx

i,yx, f
y
i,yx, f

z
i,yx, ui,yx),

hi,yy = (fx
i,yy, f

y
i,yy, f

z
i,yy, ui,yy), hi,yz = (fx

i,yz, f
y
i,yz, f

z
i,yz, ui,yz),

hi,zx = (fx
i,zx, f

y
i,zx, f

z
i,zx, ui,zx), hi,zy = (fx

i,zy, f
y
i,zy, f

z
i,zy, ui,zy),

hi,zz = (fx
i,zz, f

y
i,zz, f

z
i,zz, ui,zz).

������

���
� �� ��
 ����� ��
��
� �� ��
 �������
������� � ��
���
 ������! ��
 ���	


��"
�
����� 
�������� ��
 �
���� ���� ��
 ��������� ���
���� 
���������

∮
hi,xx · ds = 0,

∮
hi,xy · ds = 0,

∮
hi,xz · ds = 0,∮

hi,yx · ds = 0,

∮
hi,yy · ds = 0,

∮
hi,yz · ds = 0,∮

hi,zx · ds = 0,

∮
hi,zy · ds = 0,

∮
hi,zz · ds = 0.

����#�

$�
 � ��
���
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��	�� �� �������� 
� 
 ���������� �
���� �������

u∗
i,xx = ui,xx + ui,xxxΔx+ ui,xxyΔy + ui,xxzΔz + ui,xxtΔt

u∗
i,xy = ui,xy + ui,xyxΔx+ ui,xyyΔy + ui,xyzΔz + ui,xytΔt

u∗
i,xz = ui,xz + ui,xzxΔx+ ui,xzyΔy + ui,xzzΔz + ui,xztΔt

u∗
i,yx = ui,yx + ui,yxxΔx+ ui,yxyΔy + ui,yxzΔz + ui,yxtΔt

u∗
i,yy = ui,yy + ui,yyxΔx+ ui,yyyΔy + ui,yyzΔz + ui,yytΔt

u∗
i,yz = ui,yz + ui,yzxΔx+ ui,yzyΔy + ui,yzzΔz + ui,yztΔt

u∗
i,zx = ui,zx + ui,zxxΔx+ ui,zxyΔy + ui,zxzΔz + ui,zxtΔt

u∗
i,zy = ui,zy + ui,zyxΔx+ ui,zyyΔy + ui,zyzΔz + ui,zytΔt

u∗
i,zz = ui,zz + ui,zzxΔx+ ui,zzyΔy + ui,zzzΔz + ui,zztΔt

������

���



��� �������	�
 ���� ��� ���� �������
 �� � ���	���
�� ������ �������

(fx,y,z
i,xx )∗ = fx,y,z

i,xx + fx,y,z
i,xxxΔx+ fx,y,z

i,xxyΔy + fx,y,z
i,xxzΔz + fx,y,z

i,xxtΔt

(fx,y,z
i,xy )∗ = fx,y,z

i,xy + fx,y,z
i,xyxΔx+ fx,y,z

i,xyyΔy + fx,y,z
i,xyzΔz + fx,y,z

i,xytΔt

(fx,y,z
i,xz )∗ = fx,y,z

i,xz + fx,y,z
i,xzxΔx+ fx,y,z

i,xzyΔy + fx,y,z
i,xzzΔz + fx,y,z

i,xztΔt

(fx,y,z
i,yx )∗ = fx,y,z

i,yx + fx,y,z
i,yxxΔx+ fx,y,z

i,yxyΔy + fx,y,z
i,yxzΔz + fx,y,z

i,yxtΔt

(fx,y,z
i,yy )∗ = fx,y,z

i,yy + fx,y,z
i,yyxΔx+ fx,y,z

i,yyyΔy + fx,y,z
i,yyzΔz + fx,y,z

i,yyt Δt

(fx,y,z
i,yz )∗ = fx,y,z

i,yz + fx,y,z
i,yzxΔx+ fx,y,z

i,yzyΔy + fx,y,z
i,yzzΔz + fx,y,z

i,yzt Δt

(fx,y,z
i,zx )∗ = fx,y,z

i,zx + fx,y,z
i,zxxΔx+ fx,y,z

i,zxyΔy + fx,y,z
i,zxzΔz + fx,y,z

i,zxtΔt

(fx,y,z
i,zy )∗ = fx,y,z

i,zy + fx,y,z
i,zyxΔx+ fx,y,z

i,zyyΔy + fx,y,z
i,zyzΔz + fx,y,z

i,zyt Δt

(fx,y,z
i,zz )∗ = fx,y,z

i,zz + fx,y,z
i,zzxΔx+ fx,y,z

i,zzyΔy + fx,y,z
i,zzzΔz + fx,y,z

i,zzt Δt

������

����� 	�� �����
��� �� 	�� ���� ��� ��� �����
 
�����	���� ui,xy  ��� !� ���
 �� ��

������� ��� ��	�"��	��� ���� 	�� ��
� ������� ��� ui,xy �� �������
 ��

[
(Fi,xy)

3D
side

]n−1/2

jr
=

1,2,3∑
Si

x,y,z∑
xi[

Nxi

Δt

2

(
0.5fxi

i,xyt

Δt

2
+ 0.5fxi

i,xy +
1

6
fxi

i,xyx (Δx1 +Δx2 +Δx3) +

1

6
fxi

i,xyy (Δy1 +Δy2 +Δy3) +
1

6
fxi

i,xyz (Δz1 +Δz2 +Δz3)

)]n−1/2

jr

����#�

$#$



��� ��� ���	 
�� ��

�� �� ��	 ui,xy ���

[
(Fi,xy)

3D
bottom

]n−1/2

jr
=
(
N t

in

)
jr

[
ui,xy

6
+

ui,xyx

24
(Δx1 +Δx2 +Δx3 +Δx4)+

ui,xyy

24
(Δy1 +Δy2 +Δy3 +Δy4) +

ui,xyz

24
(Δz1 +Δz2 +Δz3 +Δz4)

]n−1/2

jr

+

(
N t

out

)
jr

[
ui,xy

6
+

ui,xyx

24
(Δx1 +Δx2 +Δx3 +Δx5)+

ui,xyy

24
(Δy1 +Δy2 +Δy3 +Δy5) +

ui,xyz

24
(Δz1 +Δz2 +Δz3 +Δz5)

]n−1/2

jr

.

������

[
(Fi,xy)

3D
top

]n
jr
=
(
N t

in

)
jr

[
ui,xy

6
+

ui,xyx

24
(Δx1 +Δx2 +Δx3 +Δx4)+

ui,xyy

24
(Δy1 +Δy2 +Δy3 +Δy4) +

ui,xyz

24
(Δz1 +Δz2 +Δz3 +Δz4)

]n
jr

+

(
N t

out

)
jr

[
ui,xy

6
+

ui,xyx

24
(Δx1 +Δx2 +Δx3 +Δx5)+

ui,xyy

24
(Δy1 +Δy2 +Δy3 +Δy5) +

ui,xyz

24
(Δz1 +Δz2 +Δz3 +Δz5)

]n
jr

.

������

�� �������
� (ui,xy)
n
j �
 
�� ��� 
��� �
� 
�� ��� ���	 ��� ��� �������
�! ��
�

���� j �	� �����! 
�"�
��	 
� ��
���

(
ui,xy

)n
j
= −

1

VtopCE

NB∑
r=0

([(
Fi,xy

)3D
bottom

]n−1/2

jr
+
[(
Fi,xy

)3D
side

]n−1/2

jr

)
.
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��	�� ��� 
�����
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����� �
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 ��	� �


��� �	�	��	
 ��� ���������� �	 ��� ������� ������

��� �������	
���	��� ������� �	������	�� ��������

�	 ���
 
�����	 ��� ��	���� ������	��	� ��������� �
�� �� �	� ��� ��� ����������
 ��

��� 	�� ���� 
��� �
 ����
������� ����� ��� ��� ������� ������
 �� ��������� ��� ���

����������
� ���  ! �	
�	
����� c − τ 
�����"#$� %&' �	� ��� �����(�
�� ����������

)�*+, 
����� "--'� *��� ������ �
� � 
������ ��������� �	�� ������	� �	 ��� ����

�������	� ��� �������	
 �� �������� ��� ������ 
����
 ����	
��	 ��� �. �������� ���



�����	 �
 
���� �	�� ��� 
�(
�����	
� ��� ��
� ������
 �	 ��(������ ����� c− τ 
�����

�	� ��� 
���	� ������
 ��� ��(������ ����� �*+ 
������ *��� �/ ���
� 
�����	
 (���	

(� ������	� ��� ���� 
����� ����� ���������
 ��� ��
� ����������
 �	� ���	 /�����
 ��

���� � ��	�����0����	 �� ������ ����������
�

����� ������	
���
���� c− τ ������

1
 � ���/��� ��� 	���

��� �������� ���� (� ������	���  ��
� ��	
���� ��� �����	�

���� �� �������	 j0 �	� ��� 
�����	��	� ����
 ��	���� (� jr /�� r = 1, 2, . . . , Nb� �����

Nb �
 ��� 	��(�� �/ 	����(��
�  �� � ����������� ��
� Nb ����� (� -� ���
� ����


���
� �� (��� ��� �����	� ���� 
���� n� �	� ��� �������
 ���� 
��� n − 1/2 ����	�

���� ��� 
��������� �������	 �/ (jr, n) r = 0, . . . , Nb /�� ��� �����	� ���� 
��� �	�

(jr, n − 1/2) r = 0, . . . , Nb /�� ��� �������
 ���� 
���� ����� ��� ��� �������	�

&%2



��������� �� 	��
 �	��� �� �
	 �������� ����� �	���	� �� j×r � ��� �
	 ������ 	��������

����� �	���	� �� j+r � �
	 �	�������� �	��� ��� �	 �����	� �� ��� ���	 �� �	�
�

��	� �	���
	����� 
	�������� ������ ��� ��������	� �������� ��� ��� ���������� �
	

�	�������� ���� �	 �	������	� �� �	���
	���� �	�
	�� �� �
�� ������� �� �� ������	

�	������� 	��
 ��	� �	����	� �� ��������	 �
	 ���� �	�������	� ����� �
	 c−τ �������
��

�
	 ���� ��	� �� �� �	�	����	 �
	 �������� �� �
	 ������ �	��	� 	�������� �������

�
��
 �� ���������
	� �
����
 �
	 c− τ ��
	�	 �	����	� �� !"#�

x+
jr
= 0.5(x0 + xjr) + 0.5(xjr − x×

0 )CFL

�
	�	 CFL �� �
	 ����� $%& ����	� ��������	� ���
 �	�� (j0, n−1/2)� �
	 �	�� ��	�

�� �� ����	 � ������ �	��	� 	��������� ���� (j×0 , n) �� 	��
 (j+r , n) r = 1, . . . , Nb�

[
u∗
i (j

+
r , n)

]n
j×0

=
A∑

a=0

A−a∑
b=0

A−a−b∑
c=0

(
∂a+b+cui

∂xa∂yb∂zc

)n

j×0(
xj+r

− xj×0

)a (
yj+r − yj×0

)b (
zj+r − zj×0

)c
a!b!c!

.

�'�()

*� �������� +�� �'�() �� 	��
 �� �
	 ����������� �	��� Nb 	�������� ���
 �
�		,Nb

��-����� �	� ���	����� 	������� ��	 ������	�� �
	 ��-����� ��	 �
	 ���� �	�����

���	� �� �
	 ����	��	� �������	� ��� �
	 ����	� �� �
	 ����	��	� �������	� �� �
	

	�������� �������
[
u∗
i (j

+, n)
]n
j×0

j = 1, . . . , Nb�

.	�� �
	 ��-����� ��
[
u∗
i (j

+
r , n)

]n
j×0

��	 ����������	� �� � ������ �	��	� 	�����

���� ���� j×r �� �
	 ��	����� 
��� ���	 ��	� �� j+r �� �
	 ����	�� ���	 ��	�� ��	�

"!'



[
u∗
i (j

+
r , n)

]n
j×0
≈
[
u′
i(j

+
r , n)

]n−1/2

j×r
�����

[
u′
i(j

+, n)
]n−1/2

j×r
=

A∑
a=0

A−a∑
b=0

A−a−b∑
c=0

A−a−b−c∑
d=0

(
∂Bui

∂xa∂yb∂zc∂td

)n− 1
2

j×r(
xj+r

− xj×r

)a (
yj+r − yj×r

)b (
zj+r − zj×r

)c
a!b!c!d!

(
Δt

2

)d

������

��	
������� ��� ������ ��� ��� ������ �� ����� ��� ����
 �� ��� ��� �����
 

[
ui,xΔxj+r

+ ui,yΔyj+r + ui,zΔzj+r
]n
j×0

=
[
u′
i(j

+, n)
]n−1/2

j×
−

A∑
a=0

A−a∑
b=0

A−a−b∑
c=0

(
∂a+b+cui

∂xa∂yb∂zc

)n

j×0

(
Δxj+r

)a (
Δyj+r

)b (
Δzj+r

)c
a!b!c!

,

����!�

���"� Δxj+r
= xj+r

− xj×0
# Δyj+r = yj+r − yj×0 # Δzj+r = zj+r − zj×0 �� (a, b, c) 
=

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)�

$� �%%���� ��� ����!� �� ��&� ����	�"�� &���
 � ���"����"���� 
�
��� �'

������� &�
�
��� �' ��"�� ����
 �� Nb �������
 �
 '�"���� (��
 �
 ������)

����
 	�&��
� �� �����
 '�" �����%�� 
������
 �� 	� ����"���� �� ��� 
���&� ���

��
� �%%"�%"���� 
������ ��"���� � �������� %"�&���"�� (� ����"��� ��� %�

�)

	�� 
������
 ��� �������
 ��
��� � ��� ����!� �"� �"��%�� ��� 
��
 �' ��"��� *�"

�+��%�� � ���"����"�� ��
� ��
 '��" 
�""����� &���
 �� ����� 	� �"��%�� �


[(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 3, 4)]� (���� ��� ,"
� �"�%��� '"�� ��� 
�� "�
���
 � ���

!-.



��������� �	
�����

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Δx1+ Δy1+ Δz1+

Δx2+ Δy2+ Δz2+

Δx3+ Δy3+ Δz3+
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��� (a, b, c) 
= (0, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1).
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�� j×0 �� j+r

u∗
i,xy =

[
ui,xy + ui,xyxΔxj+ + ui,xyyΔyj+ + ui,xyzΔzj+
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j0
+
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a=0
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j×0

Δxa

a!

Δyb

b!
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 a, b, c 
=
{
(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

}
.
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 (a, b, c, d) 
=
{
(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)

}
.
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N̂i = N0 + Ω(Ni −N0) , ��� i = 1, 2, 3, 4 ���+�
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Δ = 0.143R e3.24/M
2
∞ , +���!,

���� R �� 
�� �	���� �� 
�� ������ 	��M∞ �� 
�� ���� �
��	� -	�� ������� .�����)$/*

����� 
�	
 
�� ����� ���0�� �	� �� ��������
�� �� 
�� �������� ���	
�������

x = R +Δ− Rc cot
2 θ

⎡
⎣(1 + y2 tan2 θ

R2
c

)0.5

− 1

⎤
⎦ , +���1,

���� Δ �� 
�� �����2�
	��2�% ���
	��� ����� �� 34� +���!,# θ �� 
�� -	�� 	���� ����

�� �4�	� 
� sin−1(1/M∞)# 	�� Rc �� 
�� �	���� �� 
�� ����	
��� ���� �� �4�	� 
�

Rc = 1.143R e(0.54/(M∞−1)1.2 .
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��� �������� ��� � ��������� �� �� ������� �� � ���	 ��
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�.����� �� ���������� �� �� ������ �� �� ��	���	�� ���� ����� ��� ����������

����	 ��� �� /���� �0����	� �� +���	 &(1) �	� ���� �� +������ �	� 2�	� &3()�

�� ��
�	 �� F(x, t) = G(x, t)H(x, t) ��	 �	� ��������� �� F ��� �� �.�������
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∂n+mF

∂xn∂tm
=

n∑
k=0

m∑
l=0

(
n

k

)(
m

l

)
∂n+m−k−lG

∂xn−k∂tm−l

∂k+lH

∂xk∂tl
�����

�	 �
��� �� ��	�� 	
�	 	
�� ��������� �������� 	
�	 � ������	���� ��� 	
�� �� ����

	� n+m �� ����� ��� G ��� H�

�	 �� ������� 	� �����	� ��� ����� 	� �����	� ��� ������	��� �� 	
� ���	���	 �� 	��

����	����� �� ������ 	��� G(x, t) = F(x, t)/H(x, t) 	
�� ��� ������	��� �� G  �� ��

�����	�� ���

∂n+mG

∂xn∂tm
=

1

h

⎡
⎣ ∂n+mF

∂xn∂tm
−

n∑
k=0

m∑
l=0

(
n

k

)(
m

l

)
∂n+m−k−lG

∂xn−k∂tm−l

∂k+lH

∂xk∂tl
��� (k, l) 
= (0, 0)

⎤
⎦
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�� �� ���� 	� n+m �� ��	
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∂

∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρ

ρv

ρe

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+
∂

∂x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv

ρv2 + p

(ρe + p)v

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0

��� u1, u2, u3 ��������� ��� �������� �������� ��� ����� ��� f1, f2, f3 �� �����

���������� �����	 
��� ��� ����� ��������� ��� ��������� ���

∂

∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u1

u2

u3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+
∂

∂x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u2

(γ − 1)u3 + 1/2(3− γ)u2
2/u1

γu2u3/u1 − 1/2(γ − 1)u3
2/u

2
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0  !	"#

$��� ��	  !	"# ���� ��	  !	%# ��� ����� ��� ����� ����������� ��� ���� ���������

�� � &������� �& ��� ��������� ��������� ��� ����� ����������	

∂n+mf1
∂xn∂tm

=
∂n+mu2

∂xn∂tm

∂n+mf2
∂xn∂tm

= (γ − 1)
∂n+mu3

∂xn∂tm
+

3− γ

2

∂n+mu2v

∂xn∂tm

∂n+mf3
∂xn∂tm

=
n∑

k=0

m∑
l=0

(
n

k

)(
m

l

)(
γ
∂n+m−k−lu3

∂xn−k∂tm−l
−

γ − 1

2

∂n+m−k−lu2v

∂xn−k∂tm−l

)
∂k+lv

∂xk∂tl
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∂n+mv

∂xn∂tm
=

∂n+m

∂xn∂tm

(
u2

u1

)
=

1

u1

⎡
⎣∂n+mu2

∂xn∂tm
−

n∑
k=0

m∑
l=0

(
n

k

)(
m

l

)
∂n+m−k−lv

∂xn−k∂tm−l

∂k+lu1

∂xk∂tl
�� (k, l) 
= (0, 0)
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N ← �������
� �����

��� ��� 0 < m < N �

��� ��� 0 < n < N −m �
∂n+mv
∂xn∂tm

← 1
u1

[
∂n+mu2

∂xn∂tm
−
∑n

k=0

∑m
l=0

(
n
k

)(
m
l

)
∂n+m−k−lv
∂xn−k∂tm−l

∂k+lu1

∂xk∂tl
��� (k, l) 
= (0, 0)

]
∂n+mu2v
∂xn∂tm

←
∑n

k=0

∑m
l=0

(
n
k

)(
m
l

)
∂n+m−k−lu2

∂xn−k∂tm−l
∂k+lv
∂xk∂tl

∂n+mf1
∂xn∂tm

← ∂n+mu2

∂xn∂tm
∂n+mf2
∂xn∂tm

← (γ − 1)∂
n+mu3

∂xn∂tm
+ 3−γ

2
∂n+mu2v
∂xn∂tm

∂n+mf3
∂xn∂tm

←
∑n

k=0

∑m
l=0

(
n
k

)(
m
l

) (
γ ∂n+m−k−lu3

∂xn−k∂tm−l −
γ−1
2

∂n+m−k−lu2v
∂xn−k∂tm−l

)
∂k+lv
∂xk∂tl

�� ���

�� m < N − 1 ����
��� ��� 0 < n ≤ N −m− 1 �

∂n+m+1u1

∂xn∂tm+1 ← −∂n+1+mf1
∂xn+1∂tm

∂n+m+1u2

∂xn∂tm+1 ← −∂n+1+mf2
∂xn+1∂tm

∂n+m+1u3

∂xn∂tm+1 ← −∂n+1+mf3
∂xn+1∂tm
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���������	 F(Ψ1,Ψ2,Ψ3) = G(Ψ1,Ψ2,Ψ3)H(Ψ1,Ψ2,Ψ3)
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∂F

∂Ψ1
=

1∑
i=0

∂1−iG

∂Ψ1−i
1

∂iH

∂Ψi
1

∂2F

∂Ψ1∂Ψ2
=

1∑
i=0

1∑
j=0

∂2−i−jG

∂Ψ1−i
1 Ψ1−j

2

∂i+jH

∂Ψi
1∂Ψ

j
2

∂3F

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

=
1∑

i=0

1∑
j=0

1∑
k=0

∂3−i−j−kG

∂Ψ1−i
1 Ψ1−j

2 Ψ1−k
3

∂i+j+kH

∂Ψi
1∂Ψ

j
2∂Ψ

k
3

,

 ���� Ψ1,Ψ2,Ψ3 ��� �� ��� ���������� �� x, y, z, ��� t
 !�� ���� �������� ���

PΨ1(G,H) ≡

1∑
i=0

∂1−iG

∂Ψ1−i
1

∂ih

∂Ψi
1

PΨ1Ψ2(G,H) ≡

1∑
i=0

1∑
j=0

∂2−i−jG

∂Ψ1−i
1 Ψ1−j

2

∂i+jH

∂Ψi
1∂Ψ

j
2

PΨ1Ψ2Ψ3(G, h) ≡
1∑

i=0

1∑
j=0

1∑
k=0

∂3−i−j−kG

∂Ψ1−i
1 Ψ1−j

2 Ψ1−k
3

∂i+j+kH

∂Ψi
1∂Ψ

j
2∂Ψ

k
3

.
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QΨ1(G,H;F) ≡

(
∂F

∂Ψ1

− g
∂H

∂Ψ1

)
1

H

QΨ1Ψ2(G,H;F) ≡

⎛
⎝ ∂2F

∂Ψ1∂Ψ2
−

1∑
i=0

1∑
i=0

∂2−i−jG

∂Ψ1−i
1 Ψ1−j

2

∂i+jH

∂Ψi
1∂Ψ

j
2

⎞
⎠ 1

H

�
�
{
(i, j) 
= (0, 0)

}
QΨ1Ψ2Ψ3(G,H;F) ≡

⎛
⎝ ∂3F

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

−
1∑

i=0

1∑
i=0

1∑
i=0

∂3−i−j−kG

∂Ψ1−i
1 Ψ1−j

2 Ψ1−k
3

∂i+j+kH

∂Ψi
1∂Ψ

j
2∂Ψ

k
3

⎞
⎠ 1

H

�
�
{
(i, j, k) 
= (0, 0, 0)

}
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���

∂ρ

∂t
+

Ndim∑
j=1

∂ρvj
∂xj

= 0

∂ρvi
∂t

+

Ndim∑
j=1

ρvivj + pδij = 0 �
� i = {1, . . . , Ndim}

∂ρe

∂t
+

Ndim∑
j=1

(ρe+ p) vj = 0.
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vi =
(ρvi)

ρ

p = (γ − 1)

⎛
⎝ρe− 0.5ρ

Ndim∑
j

(
ρvj
ρ

)2
⎞
⎠
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 ��������� ���� �� ��
��
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�� u1, u2, u3,
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�� ρ, ρvx, ρvy, ��� ρe ��� fx,y
1 , fx,y

2 , fx,y
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N ← �

��� ��� 0 < m < N �

��� ��� n �� Ψ[m] �
Ψ1 ← Ψ[m,n, 1] Ψ2 ← Ψ[m,n, 2] Ψ3 ← Ψ[m,n, 3]

∂vx
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

← QΨ[m,n](u2, u1; vx)
∂vy

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← QΨ[m,n](u3, u1; vy)

∂p
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

← (γ − 1)
(

∂u4

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
− 0.5PΨ[m,n](u2, vx)− 0.5PΨ[m,n](u3, vy)

)
∂fx

1

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← ∂u2

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
∂fy

1

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← ∂u3

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
∂fx

2

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u2, vx) +

∂p
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

∂fy
2

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u2, vy)

∂fx
3

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u2, vy)

∂fy
3

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u3, vy) +

∂p
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

∂fx
4

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u4 + P, vx)

∂fy
4

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u4 + P, vy)

�� ���

�� m < N − 1 ����
��� ��� 0 < i ≤ 4 �

��� ��� n �� Ψ[m+ 1] �
∂ui

∂Ψ[m+1,n]
← − ∂

∂Ψ[m+1,n]

(
∂fx

i

∂x∂t−1 +
∂fy

i

∂y∂t−1

)
�� ���

�� ���

�� ��

�� ���

��� ���
	��� �������	 �� ������	�� � ��
�� 	�
	 	�� 	�����
� �����
	���� ��

������� �� ��� �!�!

∂

∂x∂t

(
∂fx

i

∂x∂t−1
+

∂fx
i

∂y∂t−1

)
≡

(
∂fx

i

∂x∂x
+

∂f y
i

∂y∂x

)

"#$



�� ������	
� � 	
 ����� �� Ψ ��

�����	��� ��	
 �� 	������ �����	��

Ψ[0, 1] = {0, 0, 0} Ψ[0, 2] = {x, 0, 0} Ψ[0, 3] = {y, 0, 0}

Ψ[0, 4] = {x, x, 0} Ψ[0, 5] = {x, x, x} Ψ[0, 6] = {x, x, y}

Ψ[0, 7] = {x, y, 0} Ψ[0, 8] = {x, y, x} Ψ[0, 9] = {x, y, y}

Ψ[0, 10] = {y, x, 0} Ψ[0, 11] = {y, x, x} Ψ[0, 12] = {y, x, y}

Ψ[0, 13] = {y, y, 0} Ψ[0, 14] = {y, y, x} Ψ[0, 15] = {y, y, y}

�����	��� ��	
 �� 	������ �����	��

Ψ[1, 1] = {t, 0, 0} Ψ[1, 2] = {x, t, 0} Ψ[1, 3] = {y, t, 0}

Ψ[1, 4] = {x, x, t} Ψ[1, 5] = {x, y, t} Ψ[1, 6] = {y, x, t}

Ψ[1, 7] = {y, y, t}

�����	��� ��	
 	�� 	������ �����	��

Ψ[2, 1] = {t, t, 0} Ψ[2, 2] = {x, t, t} Ψ[2, 3] = {y, t, t}

�����	��� ��	
 	
� 	������ �����	��

Ψ[3, 1] = {t, t, t}

�� ������	
� �� QΨ[m,n] ≡ QΨ[m,n,1]Ψ[m,n,2]Ψ[m,n,3].

�
 ��� ������� �� ���	� ��� 	
 	
������������ ���� ���	����� ��

	��� �� �	
�������� �
 	
������������ �� � �	
�� �� ����� ���	���� 	� 	


	������������� �� � �	
��� !� ��"��� �� 	
�	 	
 ���#� �� ��$����� 	
�	

���	 # �������	� �� �����%���	�� ������ &���	� �	 u1, u2, u3, u4 ��� u5 �����	

'()



��� ������	�
 	������� ρ, ρvx, ρvy, ρvz, ��
 ρe� ���� ��� fx,y,z
1 � fx,y,z

2 � fx,y,z
3 � fx,y,z

4 �

��
 fx,y,z
5 � ����� ��������	� ������

��������	 
 �����
��� ���
 �� ��������� ��� ��� ��
 �������� 
���	���	�� ��� ���
������
���������� ����� ���������

N ← �
��� ��� 0 < m < N �

��� ��� n �� Ψ[m] �
Ψ1 ← Ψ[m,n, 1] Ψ2 ← Ψ[m,n, 2] Ψ3 ← Ψ[m,n, 3]

∂vx
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

← QΨ[m,n](u2, u1; vx)
∂vy

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← QΨ[m,n](u3, u1; vy)

∂vz
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

← QΨ[m,n](u4, u1; vy)
∂p

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← (γ − 1)

(
∂u4

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
−
∑Ndim

j=0 0.5PΨ[m,n](u1, v
2
xj
)
)

∂fx
1

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← ∂u2

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

∂fy
1

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← ∂u3

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
∂fz

1

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← ∂u4

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
∂fx

2

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u2, vx) +

∂p
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

∂fy
2

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u2, vy)

∂fz
2

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u2, vz)

∂fx
3

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u3, vx)

∂fy
3

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u3, vy) +

∂p
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

∂fz
3

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u3, vz)

∂fx
4

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u4, vx)

∂fy
4

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u4, vy)

∂fz
4

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u4, vz) +

∂p
∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3

∂fx
5

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u4 + P, vx)

∂fy
5

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u4 + P, vy)

∂fz
5

∂Ψ1∂Ψ2∂Ψ3
← PΨ[m,n](u4 + P, vz)

�� ���

���������
�

� !



��������	 
 ��������� ��� �	
��
	��� ����� 	� ����� ������	
 �����	����� �� ���
�������������	
 ��
�� ���	���� ���������

�� m < N − 1 ���
��� ��� 0 < i ≤ 4 ��

��� ��� n � Ψ[m+ 1] ��
∂ui

∂Ψ[m+1,n]
← − ∂

∂Ψ[m+1,n]

(
∂fx

i

∂x∂t−1 +
∂fy

i

∂y∂t−1 +
∂fz

i

∂z∂t−1

)
�� ���

�� ���

�� ��

�� ���

� �
������� � ��� �	
��� �� Ψ 	��

�����	����� ���� � ������	
 �����	����

Ψ[0, 1] = {0, 0, 0} Ψ[0, 2] = {x, 0, 0} Ψ[0, 3] = {y, 0, 0} Ψ[0, 4] = {z, 0, 0}

Ψ[0, 5] = {x, x, 0} Ψ[0, 6] = {x, x, x} Ψ[0, 7] = {x, x, y} Ψ[0, 8] = {x, x, z}

Ψ[0, 9] = {x, y, 0} Ψ[0, 10] = {x, y, x} Ψ[0, 11] = {x, y, y} Ψ[0, 12] = {x, y, z}

Ψ[0, 13] = {x, z, 0} Ψ[0, 14] = {x, z, x} Ψ[0, 15] = {x, z, y} Ψ[0, 16] = {x, z, z}

Ψ[0, 17] = {y, x, 0} Ψ[0, 18] = {y, x, x} Ψ[0, 19] = {y, x, y} Ψ[0, 20] = {y, x, z}

Ψ[0, 21] = {y, y, 0} Ψ[0, 22] = {y, y, x} Ψ[0, 23] = {y, y, y} Ψ[0, 24] = {y, y, z}

Ψ[0, 25] = {y, z, 0} Ψ[0, 26] = {y, z, x} Ψ[0, 27] = {y, z, y} Ψ[0, 28] = {y, z, z}

Ψ[0, 29] = {z, x, 0} Ψ[0, 30] = {z, x, x} Ψ[0, 31] = {z, x, y} Ψ[0, 32] = {z, x, z}

Ψ[0, 33] = {z, y, 0} Ψ[0, 34] = {z, y, x} Ψ[0, 35] = {z, y, y} Ψ[0, 36] = {z, y, z}

Ψ[0, 37] = {z, z, 0} Ψ[0, 38] = {z, z, x} Ψ[0, 39] = {z, z, y} Ψ[0, 40] = {z, z, z}

�  



����������� 	��
 ��� ������� ����������

Ψ[1, 1] = {t, 0, 0} Ψ[1, 2] = {x, t, 0} Ψ[1, 3] = {y, t, 0} Ψ[1, 4] = {z, t, 0}

Ψ[1, 5] = {x, x, t} Ψ[1, 6] = {x, y, t} Ψ[1, 7] = {x, z, t}

Ψ[1, 8] = {y, x, t} Ψ[1, 9] = {y, y, t} Ψ[1, 10] = {y, z, t}

Ψ[1, 11] = {z, x, t} Ψ[1, 12] = {z, y, t} Ψ[1, 13] = {z, z, t}

����������� 	��
 �	� ������� ����������

Ψ[2, 1] = {t, t, 0} Ψ[2, 2] = {x, t, t} Ψ[2, 3] = {y, t, t} Ψ[2, 4] = {z, t, t}

����������� 	��
 �
��� ������� ����������

Ψ[3, 1] = {t, t, t}

��� ������	
 	������� ��������

�
�� ������� ������� 
�	 �
� ������� ��������� ������� �� �
������ � ��� � ��� ���

������ �� �
� �������� ����	���� ������ �
� ���������� �� �
� ��������������

���� ���� �
� � � ����	���! �"#$�"%! 	�� �
���� �� ��� �� �
� ����������

�&���� '� ����� �
� ����	��� �������� (� �"#$�"% ��� ��� ����� (� �����

����� �� ���������� �
� ��	 �������
� ���
�� �
�� (���� ���� ����������� ���


(���� ���� ���������� �������� �������� ���� �� ��� ����������� 
��
 �������

���� � � ����� �������� �� ��� �� � �������� ���������� ���
 ��) *+"! �����

������������! ��� ������ ��������

�"#$�"% 	�� ��������� �� 
���� �� �
� "�, � � ��( (� �
��-./0 ��� 	��
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������� �� � �	
������	� 	� ���	� ��� �� ���	� ��	����� ��� 	����� 	��������� ���

���� 	� ��� ���
��	�� ��� ��� � �	�� �� ���� �	 �
���
��� ��� ��
������ ���	����
��

�� 	���� �	��� ���	� ��	����� ��� �	��� ��� ���� ��������� ��������� �	� ��� ��	���


�	 ��� ����� ��� ��
�������� ��������� �	������ ��� ������� �� � �	� ��������� � !"�

� # ��� 	��������� �����	��� �� � ���	�� 	���� ������������ �$�$ �	����� �����

��� ���	��� ��� �	�����	���� �����	�� 	� ��� �$�$ ���	����
� ��� ���� ��
����% 	���

��� ���� 	� ��� �	��� ������� �	 ��� ��������
� ���������	� ��� ��� ���� ��������� ���

�	 �� 
	��&�� �	� ��� �
���
������	� 	� ��� �	�����	���� �$�$ 
���	��

'�� 
��	���� 	� ��� ���	����
� ���� ���������� �� � !"� # �	� ���������� ���

(���� ���	�� ��� �	��	
)�	� ��� ���� �������� 	� � ������� �$ ��� ��� ��
� �	� ��	�

��� ��������
����	��� �$�$ 
���	��� '��� ��
������� ������� ��
���&�� ��� �	��

��*����� �	 
������� ��� �	��� '�� ��+������ ������� ��� ��	� ��� ��������
����	���

��	������� ��� �� ������ ������� �� ������ ��� �������� ������ �		�� 	� ���	��� ����

�	
����� 
���	�� '�� ��������� �����
��� �	
����� ��	 �������� ��������� ��	
 ���

��
� �	���� �	���  �� ������� �	� ��� ��	���
����	��� �	���� ��� ��	���� �	� ���

��������
����	��� �	�����

,���	��� ��� ��
� ��
������ ���	����
 �� ���� �	� �	�� ��	� ��� ��������
����	���

��	���
�% ��� ��	������ �� 
	�� �������� ���� ��� ���	����
 �	� ��	� ��� ������

��
����	��� ��	���
� ��� ����������

-./



��������	 
 ��������	 
�� ���������� �� ������ ��� ���� ��
��� 
�� ��� ����
��	�������� ���� 	������

��� ��� ����� �� ���� �

icl ← ������ ����
Fside[icl]← 0�
��� ��� �������� ����� �
 icl �

jcl ← ������ �������� ����
xj ← SolutionPointCoordinate(jcl)
iface← ������ 
���
x2 ← CellCenterCoordinate(jcl)

f ∗xi

jcl ← ��� ��������� �� �������� ����� jcl
��� ��� ����� �� iface �

x1 ← NodeCoordinates
Fside[icl] += �� � !"�#$%&!x1,x2,xj,Δt, fxi

jcl)
�� ���

�� ���

�� ���

����� Fside[icl] �� ��� �	 �
 ��� �� ������ ��� ���� 
���� 
�� ���� icl ��� f ∗xi

jcl

�������� ��� ����'���'�� �
 ��� ���

��������	 � ��������	 
�� ���������� �� ������ (����	 ��
��� 
�� ��� ����
��	�������� ���� ����	�

��� ��� ����� �� ���� �

icl ← ������ ����
��� ��� �������� ����� �
 icl �

jcl ← ������ �������� ����
iface← ������ 
���
u∗
jcl ← ������� �� jcl 
��	 )��'��� ��	� ���)

Fbottom(icl, iface)← 0
x1 ← CellCenterCoordinate(jcl)
x2 ← NodeCoordinates(first node on face)
x4 ← NodeCoordinates(second node on face)
x3 ← CellCenterCoordinate(icl)
xj ← SolutionPointCoordinate(jcl)
Fbottom(icl, iface) += �� � !"�"*%& !x1,x2,x3,xj , ujcl)
Fbottom(icl, iface) += �� � !"�"*%& !x1,x3,x4,xj , ujcl)

�� ���

�� ���

����� Fbottom(icl, iface) �� ��� �	 �
 ��� �� ������ ��� (����	 
���� 
�� ���� icl
��� u∗

jcl �������� ��� ����'���'�� �
 ��� ������'�� '����(����

+,+



��������	 
 ��������	 
�� ���������� �� ������ ��� ��
��� 
�� ��� ����
��	�������� ���� ����	�

��� ��� ����� �� ���� �

icl ← ������ ����
Ftop[icl]← 0
u∗
icl ← ������� �� icl 
��	 ������ ��	� ����

xj ← SolutionPointCoordinate(icl)
��� ��� �������� ����� �
 icl �

jcl ← ������ �������� ����
iface← ������ 
���
inode← ������ ����
x1 ← CellCenterCoordinate(icl)
x2 ← NodeCoordinates(first node on face)
x3 ← CellCenterCoordinate(jcl)
x4 ← NodeCoordinates(second node on face)
Ftop[icl] += ���� � �  !"�x1,x2,x3,xj , uicl)
Ftop[icl] += ���� � �  !"�x1,x2,x4,xj , uicl)

�� ���

�� ���

����� Ftop[icl] �� ��� �	 �
 ��� �� ������ ��� ��� 
���� 
�� ���� icl ��� u∗
icl ��������

��� ����#���#�� �
 ��� ������#�� #����$����

��������	 � ��������	 
�� ���������� �� ������ ��� ���� ��
��� 
�� ��� ������
��	�������� ���� ����	�
��� ��� ����� �� ���� �

icl ← ������ ����
Fside[icl]← 0%
��� ��� �������� ����� �
 icl �

jcl ← ������ �������� ����
xj ← SolutionPointCoordinate(jcl)
x3 ← CellCenterCoordinate(jcl)
iface← ������ 
���
f ∗xi

jcl ← &�� ��������� �� �������� ����' jcl
��� ��� ����� �� iface �

x1 ← NodeCoordinates(first node on edge)
x2 ← NodeCoordinates(second node on edge)
Fside[icl] += ���� �(�)*!" �x1,x2,x3,xj,Δt, fxi

jcl)
�� ���

�� ���

�� ���

����� Fside[icl] �� ��� �	 �
 ��� �� ������ ��� ���� 
���� 
�� ���� icl ��� f ∗xi

jcl

�������� ��� ����#���#�� �
 ��� ���

)+,



��������	 
 ��������	 
�� ���������� �� ������ ��� �����	 ��
��� �
 � �� ��
��� ��������	�������� ���� 	������

��� ��� ����� �� ���� �

icl ← ������ ����
��� ��� �������� ����� �
 icl �

jcl ← ������ �������� ����
iface← ������ 
���
u∗
jcl ← ������� �� jcl 
��	 ������� ��	� ����

Fbottom(icl, iface)← 0
��� ��� ����� �� iface �

x1 ← FaceCenterCoordinates(iface)
x2 ← NodeCoordinates(first node on edge)
x3 ← NodeCoordinates(second node on edge)
x4 ← CellCenterCoordinate(jcl)
xj ← SolutionPointCoordinate(jcl)
Fbottom(icl, iface) += ����  !�"#$% x1,x2,x3,x4,xj , ujcl)
x4 ← CellCenterCoordinate(icl)
Fbottom(icl, iface) += ����  !�"#$% x1,x2,x3,x4,xj , ujcl)

�� ���

�� ���

�� ���

&���� Fbottom(icl, iface) �� ��� �	 �
 ��� �� ������ ��� �����	 
���� 
�� ���� icl
��� u∗
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Ftop[icl]← 0
u∗
icl ← ������� �� icl 
��	 ������ ��	� ����

xj ← SolutionPointCoordinate(icl)
��� ��� �������� ����� �
 icl �

jcl ← ������ �������� ����
iface← ������ 
���
��� ��� ����� �� iface �

inode← ������ ����
x1 ← FaceCenterCoordinates(iface)
x2 ← NodeCoordinates(first node on edge)
x3 ← NodeCoordinates(second node on edge)
x4 ← CellCenterCoordinate(jcl)
Ftop[icl] += ���� ��� !"#�x1,x2,x3,x4,xj, uicl)
x4 ← CellCenterCoordinate(icl)
Ftop[icl] += ���� ��� !"#�x1,x2,x3,x4,xj, uicl)
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"�	���� #��	����� !$ %$ &�� �����	� �����	�� &�� ����
���&����  ��	���	��� �� �% &�� �����	� �����	�� &�� ����
'��(�� ��� 
��	���	��� �� �)* &�� �����	� �����	�� &�� ����
��& ������� 	������� �$ �$ &�� ����
+����� ������� 	������� �$ �$ &�� ��	����	� ���� &�� ����
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